
Доклады Академии Наук СССР
1939. Том XXIII, № 8

МАТЕМАТИКА

С. В. БАХВАЛОВ

О РАССЛОЯЕМЫХ ПАРАХ КОНГРУЭНЦИЙ, СВЯЗАННЫХ С 
КОНГРУЭНЦИЯМИ BIANCHI

(Представлено академиком Н. Н. Лузиным 10 IV 1939)

Две конгруэнции L2 с соответственными лучами 1г, 12 называют 
парой расслояемых конгруэнций в 2 направлениях, если можно при­
соединить семейство поверхностей (°01) и семейство поверхностей 
2г (°01)? так что:

1) касательные плоскости к поверхностям VJi вдоль луча прохо­
дят через 12 и

2) касательные плоскости к поверхностям 2г вдоль 12 проходят 
через 1г.

Пусть L3 — конгруэнция общих перпендикуляров 13 к лучам, lz 
и N2—точки пересечения лучей Z15 12 с 13.

В настоящей заметке рассматривается случай, когда поверхности 
N2 принадлежат соответственно семействам 21 и Sa-
Задача решается методом подвижного трехгранника.
Примем за вершину трехгранника Т середину М отрезка NrN2 

и за оси-^прямые, параллельные лучам Zn 12, 13.
Пусть Д, Z2, 13 — единичные векторы осей трехгранника. Перемещение 

трехгранника, присоединенного указанным образом к паре расслояемых 
конгруэнций L1; Ь2, определяется следующей системой уравнений (х):

dM — Юх • 4- <о2 • ^а + “з ’ 73. (1)
dlj = o)ji • • А4_“з’з • Д- (2)

“11 = - />“12, “22 = — ^“21, “ЗЗ = 0- (3)

dp={i — (ш12 4- U>21), “зі + РШ32 + “13 = /’“зі + “32 + “23 = 0- (^)
[“з~ da, ®і3] + [2а®і2, “23] = 0, [ю3 4- da, ш23] 4- [ — 2a<o21, ш13] = 0. (5)
[®i — а“зі> “з 4" da] 4" [“2 4" а“з2, 2a®2i] = 0; [<u2 4~ a“32, “з — da] 4-

4-[ш1 —аш31, —2аш12] = 0. (6)
[“і,“із1 — [“2, “аз!-0- (7)

[da, (u3]4-2a2 [a>12 • co21] = O, (8)
где

2a = и p<=I1'I2. (9)
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При условии (9)
N1 = M + al3; N2 = M — aI3. (Ю)

Отсюда находим, что
dN^ = («ц + аю31) ■ 71 + («2 + ^^32) ’ Д + (^з+^61) ' ^зі
dN 2 — (Ш1 — «“зі) ‘ Л + (Ш2 — ^^32) "АН- (®3 da) ‘ 73. (^1)

По предположению касательные плоскости к поверхностям 2Vi, N2 
содержат соответственно пары векторов (72, 73) и (7Х, 73). Следовательно 
в уравнениях (И)

о>1 -ф а • о3х = 0, ш2 -Т асо32 —- 9* 0 “)

Дифференцируя внешним образом <о31, w32 из (12), получаем:
[«и ш3 +da] + [o)2>2a<°2i] — *7 [«х,— 2аго12] + [ш2, a>3 —da] = 0. (13)

Применяя к уравнениям (13) лемму СаНап’а (2), получаем:
<»3 da = ж • o>i+ У ■ ю2> — 2аш12 = 8 ■ 1 • о)2,
2aa2i = y • ®i + z • со2» «3 —da = i]-“i + г • ю2- (^)

Из уравнения (4, 12) следует, что
“1 —Рщ2 „ _ Рюі — “а (15)шіз = '---- а---- ’ “аз- a v >

Подставляя значения a3 + da, w3-da, ... в уравнения (5, 6, 7, 8), по­
лучаем

Г = 8,
z = x.

Таким образом система уравнений (14) принимает вид: 
w3 + da — х • ®іА-у • ®2, — 2aw12 = s • йх + і • ш3, 
2aw21 = y • Шх + ж • <о2, (»3 —da= < • a>x + s • “г- (14)

Дифференцируя внешним образом систему уравнений (3, 4, 
14'), получаем

[dx, оц] + [dy, ш2] = Л [»1 <о2] 
[dy, <»i] + [dx, w2] = В [Ю1 ю2] 
[ds, шД + [dt, <о2] = С [(«! ю2] 
[dt, wj + fds, <о2] = D [ші«2І

12, 15,

(16)

где А, В, С, D — функции, зависящие от х, у, s, t, р, а. 
Так как

Д = (ш2-^)2Ф0,

то решение поставленной задачи существует и зависит от 4 произволь­
ных функций 1 аргумента (2).

Покажем, что конгруэнция L3 есть конгруэнция Bianchi.
Конгруэнция L3 называется конгруэнцией Bianchi если
a) L3 — конгруэнция W,
Ь) равны гауссовы кривизны в соответствующих точках фо­

кальных полостей.
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Так как [/2 • 73], • 73] — единичные векторы нормалей к поверхно­
стям Nz, то вторые квадратичные формы <р2 этих поверхностей 
имеют вид

?1 = • [72 • 73] = - «П • £ /1 - Р\

%=• [л • 4]=(«: -
(17)

Сравнение этих форм показывает, что на поверхностях NltN2 асим­
птотические линии соответствуют друг другу.

Из уравнений (11, 12, 14) находим первые квадратичные формы 
поверхностей N1,N2-

ds[ = dNi = 4ш| 4- -ф уш2)2, 
ds2 = dN 2 = 4ші 4- (£(0і 4“ S(i>2)u>

(18)

Из уравнений (17, 18) следует, что гауссовы кривизны К2 в точ­
ках Nx,N2 равны между собой и

К1 — К 2 — — 1 — р2

Легко показать, что конгруэнция L3 — произвольная конгруэнция 
Bianchi с действительными асимптотическими линиями фокальных 
полостей.

Так как псевдосферическая конгруэнция представляет частный 
случай конгруэнции Bianchi, то наши рассуждения относятся и к псевдо- 
сферической конгруэнции.
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