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При рассмотрении некоторых вопросов аналитической теории чисел 
встречается необходимость оценки сумм вида

где (т) есть число решений (^, z2, . .. , х^) уравнения
ж1ж2 . . . Xk = т 

в целых положительных числах.
В настоящей работе доказывается следующая теорема.
Теорема. При любых целых Z^l, n^i, к^2 выполняется нера

венство
п-1 • 2 < A№(lgn+к1— l)k (1)

1<7П<П 
где

• (2)

Доказательство. 1. Пусть К\п^ п2, . . . , nt) означает общее 
наименьшее кратное целых положительных nlt п2, • • . , пр, тогда, при
нимая во внимание, что

(3) 
d/m

имеем

гРы- 2 (2= 
l<m<n d/m

= 2 т1} ] <
1<тг<п

< 2 2 2 • • •
dim ^”,1)

.. . (mA Г ~----- -1,
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откуда в виду (3) и
(4)

имеем:
2 2 Хк-Лтъ)---

' l<mi<n l<m2<n l<m„<n
(3=3,...Д)

(mi) K J •
Далее, подобно предыдущему получим:

(п) <

< 2 2 Ч-і(т2) 2 2 ТЬ-Х^Йз) V •
l<mi<n l<m2<n d/mim2 . . ГП1 l<mr<n

l<m3<LdJ (r=4 I)

• 4-1 (mb) ■ • - ^к-І (™і) (тіт2т3; mt; . . ] ’

откуда, снова пользуясь (3) и (4), найдем

Т$ (п) < 2 (mi) (mi) 2 2 ^-^з) • • • *
l<mi<n l<m2<n mXn

(a=3L..,!). Г ___ -_ n____ I.
L К (п^т/п^, m^, .. . ; J

Продолжая действовать так далее, мы в конечном счете получим:

4W<B 2 ------1 ----- •••
l<m<n l<m2<n

~ь-і(таг) 
т/ 

1<ті^п 
2. Найдем сейчас оценку Tk\n). 
Имеем:

2* 2 2‘=2Н
l<m<n l<m<n dim. l<d<n l<d<n

2 t3W= 2 2 тз(^)= 2 Тз^ Ш <n 2 'h¥L- 
l<m<n l<m<n dim l<d<n l<d<n

Суммируя по частям, получим:

(6)

(7)

2 4W . 1
d " 2 

l<d<n

TW (2) 
22

(3)
32 (n-1)2

<n 2 д

n

откуда, принимая во внимание, что при s г

V? (1g т + з)г С (1g t + S)r , _
т t al~ r + 1 r+ 1 ’

2<m<n 1
в виду (6) и (7) следует:

2 ’.(»•)<» (■аг^+(і8»+і))<-.--Уй^- 

l<m<n
Продолжая те же рассуждения, получим

V т (т\ п . (lgra+ *-!)*-*2 ^k(m) < п (Л —1)1 ’
1<т<п

откуда вытекает справедливость теоремы в случае 1~ 1.

(8)
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3. Предположим теперь, что теорема справедлива для I < 1г, тогда

2 т2 = 2 21 = 2 2 <
l<m<n 1<т<п d/m l<d<n ГпТ1<т< [j]

< 2 w 2 (т) <п ■og п+к'~ 1 • 2 ;
m<g]

A^gn+k1-^ 

kl2 + AP(lgn+kl-i)kl +
l<d<n

d

. 1 л(1) [к1— l)k‘A'^(\gn+kl)hl
+ т~л» ~<------Ji-----

V 4(т)т2(т)<п . ^(ig^^-l)2*-1. 
1<т<п

Путем индукции находим далее: 
ІА^ЧР . Л2 ~Р(т)<п ■ ’ Og n + ^ -1)53 -1

l<m<n
Полагая р = к — 1 и суммируя по частям, получим:

(9)

(т) tfe_1 (т)

l<m<n

(^)^1

(* —

откуда вытекает, что
(<40... 4^-1 

(h—l)li(li—1)
((Л —I)!)11"1* 2

(lg п + kh -1)*'1 ~k

Пользуясь неравенствами (5) и (8), окончательно получим:
/ л ((1“9\ н

2 И < " '^«S3En W " + *'■- ^ -
i<m<n 1)1)11* 2 у

что и доказывает теорему.
Математический институт им. В. А. Стеклова. 

Академия Наук СССР. 
Москва.

Поступило 
13 I 1939.
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