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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

ОБ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ СИСТЕМЫ ПОЛИНОМОВ НА НЕСКОЛЬКИХ
КОНТУРАХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 25 III 1939)

Рассмотрим в плоскости z аналитический контур С и вес п (z)' 
положительный и непрерывный на С; существует аналитическая функ
ция D(z), регулярная и неравная нулю вне С (включая z = co), при
чем О

lim | D (z) |2 = n (z0), (z —вне C, z0 — на С). (1)

Пусть функция ф = у(г) отображает взаимнооднозначно и конформно- 
область вне С на область | w | > г0, причем точки на бесконечности 
соответствуют друг другу и кроме того

Ит^ = 1. (2)
z

Обозначим через Сг кривые плоскости z, в которые переходят круги 
| w | = г > г0 (кривые уровня).

Теорема 1. Отношения моментов

(4-1,2,...), (3)
где

\D(z]\2 zk\d.z\, (£ = 0,1,2,...), r>r0, (4)
cr

не зависят от г тогда и только тогда, когда контур С и вес п (z) 
такого типа *:

I. Контур С является кривой семейства Сг
_ Gb [z) + УG? (z) - 4^

Сг- --------=г\ (5)

[причем Gk(z) — произвольный полином степени к со старшим коэффи
циентом, равным единице’]; контур С соответствует тому значению

* Вес п (z) отличается от | D (z) |2 только множителями, сохраняющими на Сг 
постоянное значение.
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г г0, при котором наименьший выпуклый многоугольник, содержащий 
тт тутрл с- ° - » V

n(z) =

n(z) =

]/ Gk (г) + 2a*

Gk (г) — 2a*

G^z)

g; (2)

a = 0,

0 < Ы < r0;

I4< r0-

(6')

(6")

11. Контур С произволен, a n(z) = |у'(г)|.
Рассмотрим теперь два вида ортогональности системы полиномов 

v п (z-, г)} на контурах Сг (г > г0)
f „ ______ ( =0, п т;
) I-0 (Ю I Рп (z; г) Рт (2; г) | dz | ! • (д)
сг ( 0, п — т-,

} | D (z) |2 Рп (z; г) Рт (z; г) | dz 11 (В)
сг ( =р 0, п = т *.

Рассмотрим также функции второго рода:

(n = 0,1, 2, ...); (у — вне сг), (7)

причем система {Pn(z;r)} Л-ортогональна.
1еорема 1 тесно связана с вопросом об одновременной ортогональ

ности системы {Рп (z; г0)} на всех Сг (г > г0)—имеет место следующая
Теорема 2. Система полиномов, В-ортогоналъная на С, будет 

В-ортогоналъна на всех Сг (г > г0) тогда и только тогда, когда кон
тур С дается формулой (5), а вес п^}-формулой (6'), или же когда 
контур С произволен, а вес п (z) = |у' (z) |.

Примеч ание 1. Если Qo (у; г0) — рациональная дробь, то систему 
полиномов, ^-ортогональную на С, невозможно построить, поэтому мы 
исключаем случай, когда п (z) имеет значение (6"), а также случай, 
когда РСЮ- — рациональная дробь.

Примечание 2. Независимость от г отношений 

является необходимым, но недостаточным условием того, чтобы система 
полиномов, Л-ортогональная на С, была бы Л-ортогональна на всех Ср, 
рода^**  °ВИе 9квивалентн0 слеДующему условию для функций второго

Qo(?z;r) = /O(r) Q0(y;r0), r>F0; (8)
условия, необходимые и достаточные, дает 

Т е о рем а 3. Условия

Qi(y;r) = f1(r)Q1(y-,r0), r>r0 (9)

*Л-°РТ0Г0"аЛЬН0СТЬ бЫЛа РассмотРена1. Walsh’eM и G. Меггішап’ом (^) совсем

** fn(C И (г) в (И) (п = 0, 1,2...) являются функциями г.
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необходимы и достаточны для А-ортогоналъности на всех Сг системы 
полиномов, А-ортогоналъной на С.

Задача об Л-ортогональности системы полиномов на всех Сг (г > г0) 
была решена G. Szego (^,—он нашел пять типов полиномов, обладаю
щих этим свойством. Теорема 3 дает решение этой же задачи при значи
тельно меньших требованиях.

Действительно, из разложения *
СО г»^ = 2 hn(r)=]\D(z)\*\Pn(z-r)^ (10)У П X I s-t
n=0 *

мы видим, что условие Л-ортогональности на всех Сг (г > г0) системы 
{Pn(z-,r0)}, Л-ортогональной на С,

Pn(z;r) = <fn(r) Pn (z;rJ, (n = 0,1,2, ... ), r>r0, (11)

сразу дает условия для функций второго рода)

Qn (y;r)=fn(r) Qn(y;r0), (n=0,1,2,...), r>r0. (12)

Наша теорема 3 показывает, что выполнение этих условий при п = 0 
и п = 1 влечет за собой выполнение их для всех целых неотрицатель
ных значений п.
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