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Экспериментальные данные о зависимости скорости роста кристалла от переохлаждения рас­
плава изучаются с позиций теории локально-неравновесного теплопереноса. Проведено числен­
ное моделирование задачи о распространении фронта высокоскоростной кристаллизации. Пред­
ставлены результаты расчета нестационарных, энтропийных и кинетических свойств фазовой 
границы для трех веществ: никеля, меди и германия.

Введение

Разработка методов получения быстрозака- 
леннных материалов - сложная задача, требующая 
изучения влияния скорости охлаждения на воз­
никновение неравновесных структур [1]. В русле 
этих исследований находится проблема кристал­
лизации вещества из глубоко переохлажденного 
расплава [2—8]. В экспериментальных работах [6- 
8] установлена зависимость скорости роста кри­
сталла от переохлаждения расплава АР. Опыты 
проводились в левитационной (вакуумной) камере 
с каплями расплава диаметром около 6 мм; пере­
охлаждение достигало 300 °C; наблюдались ско­
рости роста от 2 до 70 м/с. В статье [9] представ­
лен способ теплофизического истолкования экс­
периментальных зависимостей «переохлаждение - 
скорость роста кристалла» для однокомпонентных 
систем (никель, медь, германий). Данная работа 
является продолжением этих исследований и име­
ет следующие цели: 1) расчет параметров локаль­
но-неравновесного теплового состояния твердой 
фазы; 2) определение кинетических свойств фрон­
та кристаллизации.

Постановка и решение задачи

Локально-неравновесный теплоперенос в 
твердой фазе определяется уравнением энергии и 
уравнением Максвелла для теплового потока:

ЭГ dq dq дТс— + —= 0, q + y-2- = -X—; 
dt дх dt дх (1)

t>0,x e [xw, х7].

Здесь х - декартова координата; t - время; Т - 
температура; q - удельный тепловой поток; А. - 
коэффициент теплопроводности; с - объемная те­
плоемкость; у - время релаксации теплового по­
тока; х„ - координата левой границы закристалли­
зовавшейся области. Индексами * и j отмечены 
значения функций, соответственно, справа (жид­
кая фаза) и слева (кристаллическая фаза) от фрон­
та кристаллизации (ФК) х = x^t), перемещающе­
гося вправо со скоростью N = dx/dt > 0.

Расплав находится в неоднородном тепловом 
состоянии:

Т. = Т? - ~~х, q, = q° + q'. ехр(-Г/у,),
A. *

х е [хДО), х'], А.., Т?, q°, q\ - const.

Сильный разрыв теплового поля служит ма­
тематическим образом ФК, и условия динамиче­
ской совместности имеют вид:

qj-q. =N(uj-u,)-Q, Q = L\N + y — 
I at

(2)

(3)

T

u(T) = \c(T)dT, 
0

v "f И

где и - плотность энергии; w = (А./ус)|/2 - скорость 
распространения тепловых возмущений; L - теп­
лота кристаллизации единицы объема вещества.

Производство энтропии со на фронте роста 
вычисляется по формулам:

+ Автор, с которым следует вести переписку.
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assS7-s.=(as) +[-^J ;
' 4 \1\Т2), \ZkT2).

(SS\a = \^ldT-—.
ч / т . Т Т

Здесь Тс - равновесная температура затвердева­
ния; (Л5)г? - изменение локально-равновесной эн­
тропии; Д5 - изменение локально-неравновесной 
энтропии; с\Т) и сДТ) - теплоемкости жидкой 
и твердой фаз.

Термодинамически допустимый ФК должен 
удовлетворять условию необратимости со > 0 и 
одной из цепочек неравенств: 

w2 < D < У2 < w2;

w2 < D < N2 < ж2;

(4)

(5)

D = (KJ-K)/(u,-u.).

Соотношения (2)-(5) получены и обоснованы 
в [5, 10].

На левой границе задаем условие теплоизо­
ляции: 

х = xw, qw = 0. (6)

Это соответствует условиям опытов [6-8]. На 
ФК имеем баланс энергии (2) и баланс тепловых 
потоков (3). В математическом отношении более 
простым по сравнению с (3) является известный 
закон нормального роста:

= р(Д - 7}) (7)

где р - кинетический коэффициент, зависящий от 
свойств расплава; 7} - температура вещества на 
левой стороне разрыва; (Тс - Д) - переохлаждение 
на фронте роста. Начальные условия для твердой 
фазы:

/ = 0, Т = Ax),q = q°(x). (8)

Задача состоит в том, чтобы найти неизвест­
ные функции Т(х, t), q(x, t), N(f) на основе уравне­
ний (1) с краевыми условиями (8), (6), (2) и (3) 
или (7). Численные расчеты проводились в без­
размерных величинах. При обезразмеривании 
применялись масштабы величин (они отмечены 
нижним индексом Ь), для которых размерная и 

безразмерная формы записи одинаковые: 
ХЛ=х2с4/Д, qb=y.hThlхь и т. д. Далее принято, 
что хь - толщина начального слоя твердой фазы, 
поэтому xw = 0, x^t = 0) = 1.

Исходным пунктом алгоритма является вы­
бор начального состояния (8). Уравнения (1) при 
л, с, у - const имеют точное локальное по коорди­
нате х решение:

Т = То + Д ехр(- t/y) + Д ехр[-а2(х + аД)],

( сТ Уq = I g0 + —-х ехр(- t/f)-а,сТ2 ехр[- а2(х + а/)],
I Y J

а2 = «1/[у(«12 - w То, 7г, go, а, - const.

Отсюда при t = 0 получаем:

Лх) = Тй + + Т2 ехр(- а2х),

q\x) - g„ + ^-х-а,сТ. ехр(- а,х), хеГо. 11;
У

at <0, а2> 0.

В этом решении X, с, у подсчитываются при 
Т = [7Д0) + ТД0)]/2.

Далее учитываем, что

Т°(х = 1) = Tj(t = 0), q°(x = 0) = qm

Ах = 0) = ТДі = 0), q\x = 1) = q^t = 0)

и находим

To = T„ (0) - T} - T2, go = 9У + саД2,

T\ ^-[ч^-go + ca^ex^-a^}, 
c

Г2 = ^(0)-Т;(0)ў[ехр(-а2)-1].

Значения

7}(0), $(0), M0) (9)

берем из результатов [9] обработки эксперимен­
тов [6-8]. На рис. 1 представлены эксперимен­
тальные зависимости N = F(ST) для трех элемен­
тов: никеля, меди и германия; в табл. 1 указаны их 
теплофизические свойства. Для каждого из этих 
элементов существует критическое переохлажде­
ние ST : в окрестности ST = ST при малом из­
менении ST наблюдается резкое изменение скоро­
сти N. В соответствии с этим проводим расчеты 
для докритической области (0 < ST < ST) и для

Таблица 1. Теплофизические свойства никеля, меди и германия

с, ДжДм’град) X, Вт/(мтрад) L, Дж/(м’) ST , град Д, К
Ni 5,7710й 69 2,1410’ 160 1728
Си 4,1210й 175 1,77 10’ 185 1357
Ge 1,99 106 17,4 2,5410’ 212 1210
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роста:

W = 0)
Тс-Т^ = оу

соответствующий фиксированному переохлажде­
нию АТ расплава. При работе с балансом энергии 
(2) применяем формулу:

J_______ I_______ I
250 300 \Т, К

N, м/с

80

60

40

20

50 100 150 200 АГ, К

Рис. 1. Экспериментальные зависимости «переохлаждение - 
скорость роста»: Ni, [6] - а; Си. [7] - б; Ge, [8] - в

закритической области, АТ > АГ . Важно отме­
тить, что в докритической области функция со­
стояния К(и) имеет знакопеременную выпуклость, 
и фазовый переход удовлетворяет ограничениям 
(5); в закритической области имеем знакопосто­
янную нелинейность функции У(и) - процесс 
удовлетворяет условиям (4). Мы предполагаем, 
что в каждой экспериментальной точке А(АГ, N) 
измеренная скорость ФК равна неотрелаксиро- 
ванному значению N(t - 0). Тогда из (7) с помо­
щью (9) вычисляем кинетический коэффициент

р ri
и^и.^ ]с\тут + \с'(Г/dT.

т. р

Здесь зависимость аппроксимируется непре­
рывной двухзвенной линией вида:

с{(Т) = Т е [Г\ г ] о < а < 1;
(Тс - Т)а

с‘(Т) = с0+схТ, Т№<Т<Т'. (Ю)

Эти два звена «сшиваем» непрерывным обра­
зом при Т = Т1. Для приближенного аналитическо­
го описания теплофизических свойств с(Т), 
G(T) = А(Г)/у(Т) в окрестности Т - Тс применяем 
экспериментальные измерения [6—8], справочные 
данные [11] и аппроксимирующие функции, по­
строенные в [9]; подробности этих вычислений 
здесь не приводятся. Вне малой температурной 
окрестности точки перехода Т = 7] берем в твер­
дой фазе у7 = const, У = Ао + ^іТ и функцию (10).

Численное решение задачи с неизвестной 
границей х = x^t} удобно выполнять в переменных 
z, т: z = x/xj, т = Xj, z е [0, 1]. Уравнения (1) при­
нимают форму записи:

Г ди ди} dqУ т----- z— + —- = 0, 
I дт- dz I dz

( dq dq} zq dV
N\ t—-z— + —+— = 0, 

A ст dz) у dz

где u(z, t), q(z, т), У(т) - неизвестные функции, 
которые должны удовлетворять условиям (2), (6), 
(7), (8). Решение этой краевой задачи выполняем 
численным методом интегральных соотношений 
А. А. Дородницына; применяем гиперболический 
вариант алгоритма построения расчетной схемы 
[12]. В и-ом приближении отрезок [0, 1] делится 
на п полос: z = Нп, i = 0, 1, п. В данной задаче 
п = 6. Строим замкнутую систему интегральных 
соотношений и редуцируем их к аппроксими­
рующей системе обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений. Итоговая задача Коши решается 
методом Рунге-Кутта пятого порядка точности. В 
результате получаем температуру T(zh т) и тепло­
вой поток q(zh т) на границах полос. Контроль 
точности расчетной схемы основан на использо­
вании различных проверочных вариантов по­
строения «кусочных» аппроксимаций. Кроме того, 
выполнялось сравнение с точным решением нели­
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нейных уравнений (1). Проведенные тестовые рас­
четы подтвердили высокую точность вычислений.

Результаты и их обсуждение

При обработке результатов применяем сле­
дующие критерии:
- тепловой аналог числа Маха:

Mt = ^2
Л)

- параметр неравновесности:

- критерий температурной нестационарности:

! у ’

- критерий нестационарности теплового потока:

V AI1L
’ dt / у '

Релаксационные свойства ФК для всех трех 
рассмотренных веществ (Ni, Си, Ge) одинаковые: 
характерной является апериодическая зависи­
мость от времени с выходом на стационарное пла­
то. Основные результаты расчетов представлены в 
табл. 2—4; энтропийные свойства процесса даны 
на рис. 2. Содержание табл. 2-4 подробных ком­
ментариев не требует. Отметим только два об­
стоятельства: 1) нужно обратить внимание на 
своеобразное поведение чисел Маха в докритиче- 
ской и закритической областях; 2) только для ме­
ди характерна экспоненциальная зависимость 
ц = ц(АТ); Для никеля и германия хорошая ап­
проксимация достигается полиномами второй 
степени по АТ; величина ц дана в м/(К-с).

СО 

1,8-1010 

1,7-10'° 

1,6-Ю10
3-108 4 108 5-Ю8 AS

3-10"

2,5-10"

210"
3,6-109 3,9-109 4,2-Ю9 AS

Рис. 2. Зависимости производства энтропии со, Вт/(К-м2) на фронте роста от изменения локально-неравновесной энтропии Д5, 
(Вт-с)/(К м’) для Ni, Си и Ge; левый столбец - докритическая область, правый столбец - закритическая область
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Таблица 2. Нестационарные свойства фронта кристаллизации никеля

ьт, к М-о, 
м/с

аг
— . К/с

5г
х 7 [=о

(Иг)/=о

РМ

1 dt J ’ 

х / /=о

Вт/(м2-с)

fa/v> 
--  , м/с2

k St Мг 
/ Л/2 Q 2

м/с

Докритическая область 
ц = - 1238,44 + 53,13659ДГ-0.176627ДГ2, ДГ е [60, 1501 К

67,4 3,07 1,49102 8,П Ю ’ 6,87 1016 -0,269 -2,29 10s 1071 0,051 2,24 102 2,14
90,7 5,60 5,98 102 3,25-10’8 6,01 Ю1’ -0,425 -1,28-106 2330 0,159 4,61-10’ 2,58
119,2 10,26 2,04 103 1,1110”7 2,73-10” -0,597 -5,23-106 5862 0,523 3,67 104 3,21
136,3 13,55 3,47-10’ 1,89-10" 6,28-10” -0,669 -9,51 106 8183 0,909 1,23 105 3,64

Закритическая область 
ц = -1,431334 + 0,066524ДГ- 2,95453210", ЬТ\ ST е [160, 3001 К

184,3 34,26 6,23-106 1,2310" 6,03-Ю13 -0,065 -6,70-10’ 0,247 1036 7,51 10 12 5,76
208,2 39,25 7,24-Ю6 1,4210" 2,26-Ю’4 -0,101 -8,88 10’ 0,324 1361 4,61-10" 6,22
242,6 46,71 8,73Ю6 1,72-10" 8,87-1014 -0,135 -1,27-108 0,458 1931 3,87-10 10 6,95
290,2 56,74 1,07-10’ 2,11 10 5 3,1010” -0,169 -1,89 10’ 0,674 2854 2,92 10’ 7,90

Таблица 3. Нестационарные свойства фронта кристаллизации меди

\т, к N,.«, 
м/с

Г аг Л 
— , К/с

1 L
(Кг)™

РМ 
1 81 L ’
Вт/(м2-с)

(dN\ 
— , м/с2

1 А/ / 
х / /=0 м21 J л/.2 о 2

м/с

Докритическая область 
ц = 2178,6955 - 16370,43 ехр(-0,026866549ДГ), &Т е [190, 1701 К

95,1 10,9 5,11 10’ 1,02-10" 7,13-Ю1’ -0,266 -4,65-106 197,7 0,071 6,25 10' 7,23
119,5 19,7 2,05-104 3,99-10" 5,2510” -0,397 -3,05 10’ 555,4 0,197 1,50 10’ 8,41
140,3 25,2 2,93-104 5,82-10" 1,09-Ю1’ -0,466 -5,27-10’ 834,7 0,317 4,39 Ю3 9,21

Закритическая область 
ц = 35,326602 - 851,17268 ехр(- 0,019538945ДГ), ДГ е [180, 230[ К

190,2 47,2 1,44 10’ 7,44-10" 1,83-10” -0,254 -2,11 108 0,149 10,63 1,27 10" 11,57
210,2 69,1 2,18 10’ 1,31-10" 6,64-Ю17 -0,35 -4,66-108 0,314 22,55 8,79 10 5 12.78
230,6 84,0 2,63-10’ 1,36-10 " 1,21-10” -0,408 -6,82-108 0,470 33,89 1,8410 s 13,57

Таблица 4. Нестационарные свойства фронта кристаллизации германия

дг, к М-о, 
м/с

/ дТі
— , К/с

1 8t J 
X 7 г=о

(КД,-о
181L

Вт/(м2-с)

о

С dN^
— , м/с2

к91
М2 Л/2

м/с

Докритическая область 
ц =-4745,333 + 32,54902ДГ, ST е [195, 212[ К

200,5 2,85 44,24 6,59-10 9 5,96-Ю1’ -0,439 -7,89-Ю4 9506 0,013 5,08-10’ 2,66
210,7 3,81 167,5 2,49-10" 1,05-10” -0,523 -3,54-105 16940 0,024 1,11 106 2.98

Закритическая область 
ц = -3,07396 + 0,02457247ДГ- 2,55986 ■ 10"- ДГ2, ДГ g [216, 305[ К

232,5 5,19 5,42-10’ 4,48-10" 2,54 1016 -0,438 -6,83-Ю5 0,315 28,69 2,96-10" 3.73
250.7 6,11 8,00 105 6,61-10" 3,03-1016 -0,486 -1,1810е 0,438 40,39 2,71 10" 3,98
279,1 7,55 1,13 106 9,33-10" 3,141016 -0,547 -2,03 10е 0,667 62,75 2,30-10" 4,46
300,2 8,45 1,39-106 1,1110 4 3,19 1016 -0,579 -2,67-106 0,836 19,73 2,13-10" 4,75

Выводы

На основе теории локально-неравновесного 
теплопереноса разработан способ извлечения но­
вой физической информации из эксперименталь­
ных зависимостей «переохлаждение - скорость 
роста кристалла». Представленный алгоритм по­
зволяет рассчитать нестационарные и энтропий­
ные свойства фронта высокоскоростной кристал­
лизации в каждой точке измерений (ДГ, N). Для 
трех изученных веществ (никель, медь, германий) 
установлены зависимости ц(ДТ) кинетического 

коэффициента роста от переохлаждения расплава 
в докритической и закритической областях.

Обозначения

Т - температура, К; х - декартова координата, 
м; t - время, с; q - удельный тепловой поток, 
Вт/м2; Л - коэффициент теплопроводности, 
Вт/(мтрад); с - объемная теплоемкость, 
Дж/(м’ град); у - время релаксации теплового по­
тока, с; - координата левой границы закристал­
лизовавшейся области, м; w = (Х/ус)|/2 - скорость 
распространения тепловых возмущений, м/с; 
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L - теплота кристаллизации единицы объема ве­
щества, Дж/м3; АГ - переохлаждение расплава, К; 
Тс - равновесная температура затвердевания, К; 
(А/Д^ - изменение локально-равновесной энтро­
пии, Дж/(Км3); AS - изменение локально-неравно­
весной энтропии, Дж/(Км3); со - производство эн­
тропии на ФК, Вт/(К м2); N - скорость перемеще­
ния фронта кристаллизации м/с; ц - кинетический 
коэффициент, м/(К с).

Индексы: . и j - значения функций, вычис­
ленных справа (жидкая фаза) и слева (кристалли­
ческая фаза) от фронта кристаллизации; w - зна­
чения функций на левой границе.
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Calculation of kinetic parameters of crystallization front of deep over-cooled melt.

Experimental dependence of the crystal growth rate on overcooling of the melt is studied from the viewpoint of the theory of 
locally non-equilibrium heat transfer. The propagation of the front of high-speed crystallization is simulated numerically. Calculations of 
non-stationary, entropic and kinetic properties of the phase border for nickel, copper and germanium are presented.
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