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В настоящей статье указываются решения некоторых задач теории 
упругости плоской однородной анизотропной среды. Рассматриваемые 
ниже задачи были решены С. Г. Лехницким (х,2) иным путем. Так, 
задача о распределении напряжений возле эллиптического отверстия 
решена им с помощью рядов, решение же задачи о распределении 
напряжений в полуплоскости основано на применении интеграла Фурье 
и дано им для случая, когда материал полуплоскости имеет 3 пло­
скости упругой симметрии.

Эти задачи могут быть чрезвычайно просто решены в замкнутой 
форме одним и тем же методом в общем случае, если воспользоваться 
известной формулой Шварца, восстанавливающей аналитическую функ­
цию по заданной вещественной части ее на контуре.

Решение плоской задачи теории упругости при заданных внешних 
силах для однородной анизотропной среды . сводится к определению 
двух аналитических функций ср (zj иф (z2) (х), где zx = ж + z2 = x-\-s2y, 
удовлетворя!ющих контурным условиям*:

2Be[cp(z1) + ^(z2)] = /1 1 ц,
2Не [5гср (zj 4- $2ф (z2)] = /2 J '

где Be —символ вещественной части, = ах + и s2 = а2 + t^2 — комп­
лексные постоянные (рх >0, р2 > 0), корни уравнения:

(2?12 + Рее) «2 - 2p26s + ₽22 = 0, (2)
^ — постоянные, связанные с упругими постоянными материала. Правые 
части уравнений (1) — заданные функции на контуре рассматриваемой 
области:

s *

f1= -^Ynds + C^ f^^nds + Ci, (3)
О о

где Хп и Yn— проекции на оси координат внешних усилий, приложен­
ных ~к контуру рассматриваемой области.

* Мы несколько изменили обозначения, принятые в цитированной статье.
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Компоненты напряжений аж, ау 
и Ф(2а) формулами: и определяются по функциям ^(zj

ау = 2Ве [«'(г^ + ф'^)] '
тжу= — 2Be[s1cp'(z1) + s2<p'(z2)] j (4)

§ 1. Напряжения в анизотропной плоскости.с эллип­
тическим отверстием. Допустим, что к контуру эллиптического 
отверстия, находящегося в неограниченной анизотропной
приложены внешние усилия Хп и Yn. Оси координат Ох и 
вим соответственно по осям эллипса.

пластине, 
Оу напра-

Контурные условия (1) имеют вид:

2Re[?(z1) + tp(z3)] =
S

Yп ds
о

2Ве [^ср (zj + (z2)] = J Xn ds + C2.
0

(1-1)

Наряду с плоскостью z будем рассматривать также плоскости z, и z, 
которые получаются из нее афинным преобразованием: х1=х-{-а.1у- 

+ = Где 2i = «i + %; h = ^ + iy2- При этом
преооразовании заданный эллипс на плоскости z переходит в эллипсы же 
соответственно на плоскостях и z2. Отобразив внешность заданного 
эллипса и внешность эллипсов на плоскостях Zj и z, на внутренность 
единичного круга при помощи функций

+ (2.1)
z2 = <»2 (Q = а-щЬ . 1

получим, что точкам на контурах этих эллипсов, находящихся в афин- 
ном соответствии, будет соответствовать одна точка на контуре единич­
ного круга.

Контурные условия (1.1) в преобразованной области примут вид:
2йе[Ф(О) + У?-(а)] = /1(9) )
2Ве[51Ф(а) + 52Ф(а)]=/2(0)р (3-1)

где Ф(а) = (а)]; Т(а) = ф[ш2(а)].
Применяя к уравнениям (3.1) формулу Шварца (4.1)

(М
Y

где U (0) вещественная часть функции F на контуре единичного 
кРУга> «о некоторая вещественная постоянная, и разрешая полученные 
два уравнения относительно искомых функций Ф (С) и ФДС), будем 
иметь:

'"«= $ МОТ-Ш1
(5.1)
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Подставляя вместо С в найденные функции Ф (Q и Ф (Q ее значение 
через zx и z2 соответственно

Г = Z1 — /г? — («2 + з^2) ____________а — is^ 6д

а 4- isp> 2Х + У Z* — (“2 + s^J2)

в функцию Ф(С) и
, _ Z2— У zf —(а2 + sib2’)  _______а — istb д.

а + is^b z2 + j/ z| — (a2 4- s2^2)

в функцию Ф(С), найдем окончательный вид искомых функций cp(zx) 
и ф(г2).

Так например, в случае, когда контур отверстия свободен от- внеш­
них напряжений и напряженное состояние на бесконечности представ­
ляет собой растяжение величины р в направлении, составляющем 
угол а с осью Ох, функции ср (zx) и ф (z2) будут иметь вид:

f . ip {a — is^b) b (s2 sin 2а + 2 cos2a) + ia Qs2 sin2a + sin 2a)'
* ~ “ 4(Sl-s2) . 8д

._  ip (a — is^b) b (st sin 2a + 2 cos2a) + ia- (2$i sin2a + sin 2a)
4(Sj —s2) z2+ yzf-^ + s^)

§ 2. Решение основных задач для анизотропной 
полуплоскости. Направим ось Ох по границе полуплоскости и будем 
рассматривать ту полуплоскость, для точек которой у > 0. Контурные 
условия (1) в данном случае будут иметь вид:

X
2Ве [ср (ж) + ф (ж)] = — Yn dx ф- Сх = /х 

0 , .
X

2Re [sxcp (ж) + $2ф (ж)] = Xndx + C2 = f2 
о

Формула Шварца для полуплоскости имеет вид:

1 4- zx dx 
X -- Z 1 4- ж2

(1.2)

(2.2)

где / (ж) — вещественная часть функции F (z) на границе полуплоскости, 
р0 —некоторая вещественная постоянная.

Применяя формулу (2.2) к контурным условиям (1.2) и разрешая 
полученные уравнения относительно искомых функций ср(zx) и ф(г3), 
получим их в окончательном виде:

+°о
. i С г 1 / \ a / \Х 4 4“ ZyX dx'Р^ = 2Л (Sj —s2j J -^(^l Ж-21 ’

(3-2)

—оо 7

Отметим некоторые примеры:
1. Пусть к границе полуплоскости в интервале ( — а, -ф-a) прило­

жены равномерно распределенные нормальные усилия Р и каса­
тельные усилия Т.
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Функции ® (zx) и ф (z2) для этого случая будут иметь вид:

= —^[(Zi + a)ln 2а In (a-zj] 1
1 2л (sx—s2) LV 1 1 ' zx^-a ' VJ ( 2)

[(z2 + a)ln ^-2aln(a-z2)] )
62/ *>2 I a

2. К границе полуплоскости в начале координат приложена наклонная 
сосредоточенная сила Р, образующая угол а с осью Ох. Функции ^(Zi) 
и ф (z2) имеют вид:

?Ui) =

№) =

г.Р COS a+s„ sin а) .
-----S—i---- f—5----~ Ф Z, 2л (sx — s2)------- 1

iP(cos a+s. sin a) , 
-------------- o' I —i----— ІП Z22л Sj — s2

(5-2)

3. Допустим, что в начале координат приложена сосредоточенная 
нормальная сжимающая сила Р. Полагая в формулах (5.2)а=+у, 
из формул (4) легко найдем компоненты напряжений аж, ау и txy. При­
мем ради простоты, что sx = фх; s2 = ip2, т. e. что материал полуплоскости 
имеет три плоскости упругой симметрии; при этом будем иметь:

0 __ Р$1 Рг (Р1 + Ра) _____________ ^У_______
ж л ' (^ + № + й У2)

- __ Р РіРа (Р1+Ра) . _______________ У3_____ _ .
v л (я^+йг/2) (ж2+ЙУ2) I ’ (6-2)

"ху * >2+m (*2 + й?) )
Полагая в уравнениях (6.2) р1 = р2 = 1, получим формулы для напря­

жений в случае изотропной среды.
С незначительными изменениями так же легко в замкнутой форме 

решается и вторая основная задача, теории упругости, т. е. задача при 
заданных граничных смещениях.

В заключение выражаю благодарность проф. С. Г. Михлину за весьма 
ценные указания.
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