
Доклады Академии Наук СССР
1937. Том XVII, № 6

ФИЗИКА

Н. А. ВАСМУТ

К ТЕОРИИ БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ 
(Представлено академиком С. И. Вавиловым 13 X 1937)

Цель настоящей заметки— введение начального (для t = 0) распре­
деления системы с п степенями свободы, совершающей малые колебания. 
В отличие от ранее изложенного случая «изолированной системы» [IV] (Ц, 
рассматриваемая система подвержена действию «внешних сил» Qr. Все 
«внешние силы» даны в виде гармонических функций времени Qr — 
— 1)геы.

§ 1. Предположим, что функция распределения для системы, под­
верженной действию «внешних сил» Qr, в пределе (при t ->- со) имеет 
вид Максвелла-Больцмана:

(1)

где и Хг — значения скоростей и координат при вынужденном силами 
Qr движении.

С / вида (1) образуем функцию Ф[1(6)]:
Ф . , Лп, р.15 . . . , [Чг) =

Г» +°° Г ”

= А ... \ е r / dvr... dvn dxy ... dxn, (2)
— ОО

получаем:

І Гй+ф = егііа J,

z = log® = Er \rV'r— [iXl. (3)

Взяв z вида (3), из уравнения [I (12)] находим:]
n

..,’ fa) = ~ brs к As. (4)
r, s
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Функция у для системы, подверженной действию внешних сил Qr, 
имеет тот же вид, что и для «изолированной системы» [IV (10)]. Сле­
довательно предположение о виде предельного распределения (1) спра­
ведливо.

§ 2. С этим / (4) образуем функцию [I (14)]:
П t nt:

2 = 2^ brs \ Ar As dt — Ar Qr dt -|- F (Л^, ... , Л.2п), (5)
r.s о r o'

где F есть произвольная функция аргументов Ar.
Так как Аг(0 известны, а систематические силы заданы, имеем:

t

(• 2п

Лг Qr dt — Dr ara
о а=1

(6)

Заменим в (6) Ал их выражением XIV (4)], подставим в выражение z (5) 
вычисленные значения квадратур [IV (14)], (6) и положим:

Ar — Cr, — -r+n
получаем

2п 2п

rs а™
2n 2П

2 Dranak^ 
k

іг — v

Далее, положим = уг+п (г = 1, . . . , п) и заменим в [I (6)]
Аг и их выражением [IV (12)]; тогда из [1(6)] и (5) и при 
следует:

S
P 2п
\ -^аПАа.Уг

• • ■ J е г’а / (уг, .у2п, 0) dyr... dy2n. (8)

Выражение F (8) подставим в (7) и, так как ег = Ф, получаем: 
Ф(е1?^п, t) =

2п 2п 2п

(г = 1, . . . , п),

— 1

—■ e 15 • • • 5 -^2n)«

t = 0

2 ^w-2к= е е / (У1, • • •, У2П, 0) dy^... dy2n, (9)
где

п 2п

'rs ana^aia.

2п

V' Г) , пга.

■Л’
2п

УапАл. (Ю>ьс‘'—е
— Ч

е

С Ф вида (9), заменив в (9) у на у', образуем функцию распределения f: 
/ (Ун • • • > Уіпі 0 =

_ +°“ 2П

—— I е У2П, O)dy[ ... dy2n, (11)
— ОО
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где
4-іоо SP 2n 2n

i d^ ... d^, Mi = yi — Pi. (12) 
— loo

§ 3. Коэффициенты Na и Mi показателя подинтегральной функции 
(12) — комплексные, Ei— чисто мнимые. Для вычисления интеграла (12) 
положим:

Nii — pij 4-- Mi — yi hi -J- Hi, Ei — i Qt, (13)
тогда показатель подинтегральной функции примет вид: 

2п 2п
—2 (рм тр)—2 +i (hi—

ij І
Обозначим первую и вторую действительные квадратичные формы выра­
жения (14) соответственно и ср2. Ортогональным преобразованием 

2п 2П
■Qi = 2 оЛз форму приведем к виду най^ем из

з *
уравнения ,

Жз~ Щ=0 (І, / = 1, ..., 2п), (15)
I 7, Pij -- ^ij = Plj J І — /; Pij = Pij +

а коэффициенты Су—из соответствующей линейной системы. Подста­
новкой 9і = -Д=ч» форму приведем к единичной. Форма ф2(т)) по-

V
рейдет в форму о2 (£). Далее, ортогональным преобразованием = 

2П 2п

= 2 mjk Uk форму ^2 приведем к каноническому виду <р2 — 2 Yr м’> 
k г

найдем из уравнения:
\qtj- Ж) 1 = 0 (і, / = 1, ..., 2п), (16)

а коэффициенты — из соответствующей системы уравнений. Линей­
ные формы и ф2 выражения (14) получат соответственно коэффи­
циенты: j

^ij dijr Cij • (17)

Интегро л (12) в новых переменных примет вид:
+ со

Р Р 2п
\ \ [(1+ (.дг^ иг1

I=(iynj\_\e Г du, . .. du2n, (18)

где J—якобиан преобразования: 
Z 2п

г I c^m^j 
kw

Подстановкой 
1Иг — . —

V1 + Чг

3 Доклады Акад. Наук СССР, 1927, т. XVII, № 6.

(i, j = 1,..., 2и). (19)

ёг +
2(1 +Иг)
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приведем интеграл (18) к легко вычисляемому виду; получаем:
2п

где

Рг = 1 + tr Ij+Uhf — yt)
Cij TYljr

Итак, функция распределения, выраженная через начальное состояние 
(при t = 0), в переменных vr и хг, имеет вид:

/ (е15 . . . , Vm Хг, . .., хп, t) =
4-00

2п Г» Р п

j ~г \ I (^r^’r+^r+n^r)

= J •••у • (21>
— co

• g (e(, ..., Vn, ж), . .., Xn) do[, .. ., dv'n, dx[,..dx'n, 
где

Pn, , %n) = / (<, . . . , v'n, x[, ... , Xn, 0).
§ 4. Уравнение для функции z теории броуновского движения имеет 

вид:
п П

dz 1 NJ 7 n a NJ л
Tt~ 2d ^^rs^-T^s—(22) 

r, 8 Г

Составляя «механические уравнения» в форме Лагранжа, умножая г-ое 
уравнение на vr и суммируя по г, получаем аналогичное уравнение:

п п

= ~ І brs ^rQr-
r, s г

На эту аналогию указал В. А. Дмитриев.

Государственный оптический институт. - 
Ленинград:

(23)
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