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ФУНКЦИЯ ГРИНА УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 28 II 1939)

Пусть в плоскости хоу задана область D, ограниченная двумя прямо
линейными отрезками, параллельными оси ox (у = 0', у = h), и двумя 
прямолинейными отрезками

(Si) x = kyy,
№) x = k2y + b (k±, #= ^оо и й<2 > 0)-

Эту область будем называть трапецией. Построим функцию Грина 
для трапеции уравнения:

дх* ду 4 ’

Будем искать функцию Грина в виде ряда

g (ж, у, ?, 7)) = V Фп (ж, у, 7)), (2)
П=1

где функция (ж, ?/; 5, т]) (и = 1,2,...) относительно переменных (х,у) 
является решением уравнения (1), относительно же переменных (?, tj) 
является решением уравнения:

5+^°- ■ <3>

Далее, если п четно:
^п+і (ж, у; 7)) = — Т’Дж, у, кг г], ■»]);

если п нечетно:
'Гп+з (ж, у, к^ + Ь, т;) = — Тп (ж, у, к^ + Ь,ц).

Функция (ж, у; 'С т;) на Sr и функция ¥2 (ж, у, т;) на S2 должны при
нимать значения, совпадающие с значениями функции

(Х-ЕР
■ /. (З')
V у— Ч)
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на этих отрезках. Как нетрудно убедиться, такими функциями 
будут

Ч;і = F у — 'П

Ф2 (Ж, У, 5, 7))
_ №у+2Ь-х-5)2 _ к h»y_htb

1 р 4(и—ц)

Уу—ъ
_[2Ьц/-2(ktV+V+x-ЕР 1_ft2)x-(fel-h2)2y+(2h1-fe2) Ь >

^,y;i,rl)=^-7^e ta~"
V у—ч

и т. д.
Подставляя полученные функции в (2), получим

е(х,у; 5,т;) = — -А (еА+ев—ес—eD), где 
V у—^, Г П=1

А = S2nkiy ~ ----- [nki — (n—l)k2]x—[nki — (n — l')k2]2y+(n — l)[nki — (n — l)k2]b }>

В=----- [nfc2-(n-l)fe1]x-[nfe2-(n-l)fel]2V-n [nfe2-(n-l) feilb

^__[2nfeiV-2n^(fe^+b)+x-EP_^ n(ft2-hi)x-n2(h2-h1)2y+n[(n+1)hi-Hh2] b J-

p = _&n(k2y+b)-2nkiV+x-W^ n^-k^x-nH^-lnyv+nKn+rikt-nki) Ь Ь /ЛЧ
ЧУ-Ю V^J

Ряд (4) для 0 < 7) < у < h < сходится абсолютно и равно
мерно в области D, так как сходящийся ряд

По—1 00
V iFn (ж, у; 5, 7]) + _L= 2 e-fen2 

n=l ’ ^n=no
(А>0)

будет мажорантным для ряда (4). Здесь числа п0 и к подобраны таким 
образом, что для п^п0
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+ 6)--------- —

------------------------- __ J— 4- ь (у — ч)

что возможно, так как
lim Вп > 0. 

• п->оо
Точно так же легко доказать абсолютную и равномерную сходимость 

в области D рядов, которые обозначим через
dg . dg. д^. d^g . dg . dg 
дх' дУ dx2 ’ di2 ’ dv] ’ dy

и которые получим из ряда (4) почленным дифференцированием. Откуда
ОО

У’£’ =2 {(£-Д) ф”(ж’ У' м)=о} о
71 = 1

И
со

(5+й)g (*’ У'^ 2 {(S+rj ^У’^ =°} - °-
71=1

Далее, значения функции g (х, у; 5, т;) на 5Х
(ж-feiQa

g(x,y; А^, т))= _L^e ,
V у — ч

так как после подстановки ^ = А1т) показатели степеней второго и тре
тьего слагаемых общего члена ряда (4) и степени четвертого слагаемого 
и первого, после замены п через n-J-l, совпадают. Точно так же под
становкой ^=А2т) + & убеждаемся, что значение функции g (ж, у, 5, т;) 
на S2 совпадает с значениями функции (З').

Из всего сказанного следует, что построенная функция g (х, у; £, tj) 
есть функция Грина уравнения (1) для трапеции. В формуле (4), пола
гая А1 = А2 = 0, получим функцию Грина для прямоугольника.
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