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МАТЕМАТИКА
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О НЕКОТОРЫХ СУММАХ ТИПА VIGGO BRUN’a

( Представлен^ академиком И. М. Виноградовым 15 II 1939)

При изучении приближенного решета Эратосфена можно, как пока
зал V. Brun, пользоваться суммами вида:
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с различными областями суммирования Qx, Q2, . . . 2m. В настоящей 
заметке я рассмотрю некоторые специальные суммы такого вида, 
построенные следующим образом. Возьмем интервал (0, г), где z—доста
точно большое число. Этот интервал разделим на частные интервалы 
точками:

= ф = га°аі; t2 = zaoaia2; ... tn = zaoai---an = A

где числа a0, a1; . . . an — положительные дроби, а число А заключено 
между фиксированными, но достаточно большими константами. Все 
простые числа из интервала (0, za°) перенумеруем в порядке возраста
ния, причем число простых чисел, не превосходящих А, обозначим 
через g:

Рі = 2, А = 3; Рз = 5; . . . Рд < А < Рд+1 < рд+2 <...<pr^ z^. (2)

Обозначим далее через рГт наибольшее простое число, не превосходя
щее tv. Таким образом: рГй = рг (г0 — г) и Ргп — рд (rn = g). Часть ряда (2) 
из интервала (A, za“) числами рГп, Рт^, ■ ■ • Рп, Рг0 разбивается на п 
сегментов. Множество обратных элементов такого сегмента, т. е. ----- ,

1
Рт +: V

мы обозначим через и построим

сегментов av (v = k +1, X -ф 2, . . . , р) следующую 
типа V. Brun’а» (х):

при помощи

«лестничную

таких

схему

Зц, Оц-1, • • • , Зх+3, аХ+2, <5x4-1 I 
................................................... У к строк
Ор., Оц—1, • ■ ■ , ^Х+З, °Х+2) Зх+1 J
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Оц, $р-і; • • • ; ах+3, щ+2 ' „
_ _ _ _ } 2 строки
Ор.; Оц-1; ■ • ■ ; °Х+3; 3Х+2 J

®и- Оц-1’ ■ ' ■ 1 °Х+® I с_ _ : 2 строки
Ор, Ор-1; ■ • • ; Ох+3 J

Ор.; Ор_ 1 І
_ _ } 2 строки
Op; Op—l I

1} 2 строки 
Op J

Схема состоит из 2 (р — к —1) + к строк. Первые к строк содержат 
все числа сегментов: аи, ... , Ox+i, следующие две строки укорачиваются 
справа на один сегмент, следующие две строки укорачиваются справа 
еще на один сегмент и т. д., так что последние две строки состоят 
всего из одного сегмента. Элементом схемы мы считаем числа —. Этой 
схеме мы сопоставим сумму типа (1)

2(p-X-l) + k

v=0

(-ІГ
Pi. Pi. • ■ • Pi.

В эту сумму входят с соответственными знаками произведения любых 
комбинаций элементов схемы (В), удовлетворяющих следующим двум 
условиям:

1) р-тый множитель каждого произведения ( т. е. ------- ) взят из
к Ар у

р-той строки схемы (В), т. е.
І] Го? Хо Ab • • • ; ik ^0; ^h+1 О; ^k+2 ^1; lk+3 ^^2; ^k+t ^2; • • •

. . . ; ip < r^p k+i] (p = к, к -|-1, . . . , и); . . .

2) В произведении значки при множителях образуют убывающий 
ряд: ix > i2 > . . . >iv-

Составленную таким образом сумму мы обозначим символом

Pk^+l, °Х+2; • • • ; °р)-

Введем следующие обозначения:

Если s > рч> = гс*1 —Гц, то а^ = 0. Отметим, что = av. По извест
ным формулам Mertens’а (2)

0 7(1+»„)
। 1 . д 5 (1 -|- а^) In ?аоаі«•,а»0у = In — + 6 —и = аг е% 1П г»»®!...»» и
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Здесь и всюду далее | 9 | < 1, причем одним и тем же знаком мы будем 
обозначать различные числа, удовлетворяющие этому условию. Через 9 
мы будем обозначать числа, заключенные между 0 и 1 (0^9^1). 
Так как 5(1Ц-ав)<10 и 7 (1 -[-а„) < 14, то можно указать константу F 
такую, что

т 1 । 9^ Г л , 9^1= In----- Г  -----------,—■ ; = а„ 1 -4------------ =—■ .а, aoaj... а„ In г ’ ° L ao^... av In z J

Так как z0-0^---^^ А (ибо v^n), то ------< 3 где 3—' aoa1...aslnz In 4 ’

сколь угодно малая положительная константа, если только А достаточно 
велико, и потому

1 1я0 = In —- -J- 9s < In---- Г s; = av (1 -|- 9s) (1 — s).
av av

Мы будем выбирать a0 так, чтобы все a„ были меньше 1, т. е. 
а„ >

После этих замечаний перейдем к вычислению (ах+1, . . . , аД 
Для этого символа очевидно имеет место соотношение:

Ph^X+li Ях+2, . . . , Яр) = Pk+2 (Ях+2, • . . , Яр) — $+1Рк+1 (Ох+2, • • • , Яр) + 

+ ^X+lPk (®Х+2, • • • , бр) — • • • + ( — (Ях+2, • • • , Яр).

^(Яр) вычисляется очень просто:

Pk (Ор) = 1 - ^ + о<2) -. . . + (- l)fta<ft> =

= кр - (- l)fe+1 [aj.fe+1) - Opfe+2) +... + (-l)^-1^].

Но ЯрОр-1’> s5p\ если Op-1) =# 0. Отсюда следуют три неравенства 
для 0р\

0W . 0(s-n. M / 0(«-і). M 
\ g ®P , Яр \ Яр , Яр s| •

Откуда
Я^ + П > g^+D _ 0№+2)_J_ Л . 4. ( _ l)Pp-^^(Pp) > 0, 

t. e.
_ _ 0^4-1
9- tf+^p + f-l)*. 9-

Далее:
Pk (0^, 5p) = Pk+2 (Op) - Я^Л+1 (Яр) + ••• + (- (Яр) =

к г- fe+2-®+l

к _ v h—v+3
= ТСР 2 (~ °н-1+ (— !) 6 ■ 2 »1^—Р» + 3)! = 

r=0 v=0
/_ I _ A k~{-3

I / -1 P-— 1 П I / 1 1 '— тгр ^7Tp_1+( —1) 9 • (ft+ jp J + ( ) ’ (Л + 3)! —

Г- (a -4- G -1_  I / A \kf\ Г P»—1 I P-~l___ P-'— e ’ [(* + ijl (Л4-3)! J
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Продолжая так дальше, получим:
_ _ — - г cfe+1

Ph (<4 О2, • ■ • , М = ^2 • • • ( ~ I)*6 • [ +

|nxnlft+3 (a. + ...+о , \Ы-2Р—3
I (gi + °з) _ - I I 1 1 H-l'________ _ ~ I

+ (* + 3)! 3 ‘ ' (Л + 2ц — 3)!

, k+ ••• -I
+ (*+2u —1)! J

или если обозначить

. A I 1 I
(Л+1)! лі T- (к + 3)! irptj "г ‘ '

, ОхТ-..-^)**211-1 1 _c

•••+ (* + 2И-1)! ‘

то
Pk(^i, O2, • • • ■> av-) = ^i^2 ■ ■ ■ ^v- [1 + ( — !)* • S ■ sk, p.].

Рассмотрим еще сегмент a„+1, построенный при помощи всех про- 
- 111стых чисел от рг = 2 до рд; значит, an+i есть множество: — , у , у , . . .

1
.. . , —. Построим далее схему (В'), которая получится, если в схеме 

Ря
(В) взять k = 0, p = zi и добавить слева еще один столбец сегментов ап+[. 
Строк в этом столбце сегментов возьмем на g больше, чем в столбце 
сегментов ап. Сумму, построенную применительно к этой схеме, обозна
чим через Pk(^i, а2, . . . , an; an+i). Она отличается от суммы Р^ (а15 а2,... 
. . . , ап) множителем

—04)0-4) 04)-04> 

т. е.
Pr ($ц $2? • • • ! ®п? ®п+1) — ^1^2 • • • лп + 1 { 1 ~Ь ( — 4) 6 • $k,n } —

= P(^o){l + (-l)fe9 • Sh,n},

если через Р (и) обозначить произведение:

П 04)
2<р<и

(р, —конечно, простые числа).
Иногда бывает нужно строить аналогичные суммы, исключив из 

ряда (2) некоторые простые числа: qt, q2, . .. , q^. Оставшийся ряд назо
вем ряд (2'). Тогда все вычисление может быть повторено с тем отли
чием, что вместо тг1? тг2, ... , кп+1 и а15 а2, . . . , ап+1 надо будет брать 
величины:

Hi, тс2, ... , тгп+1 и щ, а2, . . . , Оп+1) 
где

— 2 п 04)-

Pi=f=Qj(3=l>2>••• >$) Pv^Qj (І==1,2>*».,5)

Аналогично определятся и и Pr^ а2, . . . , ап; 4+1).
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Мы получим тогда следующий результат:
Pk ($1, °25 • • • > On 5 On + l) = ^1^2 ■ . . ^п + І { 1 + ( — 1) 6 • J 

где

< ± I 1 ,
h M «ГІтГ ™+'''

, К+ •••+< A2”-1 1
■”+ (А + 2и-1)! 4^...лА’

Р (<°)

Ho л4 > тс{; — < — ; < < Oj, вследствие чего 
тс г я*

^k,n-

Таким образом

Pk^l, ^2, On+1) — + . О . sk}.

При конкретном задании чисел а0, а15 а2, . . . оценку сверху для Sk 
нетрудно провести.

Положим например все а^, кроме а0, равными постоянному числу 
а (ах = а2 = . . . = ап = а).

В этом 
Bh [z, а0, а].

При а =

случае мы введем вместо

2у мы получим

On; On+i) символPh^i, 02. • •

Несложные вычисления показывают, что в этом случае
51 <0.193; 5г < 0.029; 53 < 0.0034 и т. д.

е—С /■ 70 \ „
Если учесть, что Р =—- Q1 Ц--——у,гдеС—эйлерова постоян

ная, то мы получим формулу:

Вф, +
к 41) " \ 9S)

где разность — Sh. меньше любой наперед заданной сколь угодно 
малой положительной константы при достаточно большом z.

Поступило 
19 II 1939.
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