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МАТЕМАТИКА

Академик АН УССР Г. В. ПФЕЙФФЕР

ОБ ИНТЕГРАЛАХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА ОДНОЙ НЕИЗВЕСТНОЙ ФУНКЦИИ, НЕ 
СОДЕРЖАЩИХ ФУНКЦИИ И ОДНОРОДНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО

ПРОИЗВОДНЫХ

В настоящей статье мы остановимся на вопросе, который в основных 
руководствах не рассматривается и на который мало обращают внима­
ния авторы многих научных работ.

Уравнение с частными производными первого порядка одной неиз­
вестной функции

(1)

обладает полными интегралами Lagrange’а трех видов:
А) Интегралом без произвольного постоянного множителя и без 

добавочной произвольной постоянной

х = Ф(ж1, . .. хп, аг, . .. ап),
D (Ф1; Ф2, ... фп} 

J Dia,, а.. ...а \

В(Ф, Ф1г ... ф ,,ФЬ,,,...Ф ) 7'_  ' 1 «“1’ «+1’ • п / ,Jk - °>

к — одно из чисел 1, 2, ... п,

, .= Д(Ф1’ -^k-v^+K --Фп) , 
D(alt ...ап)

/ — одно из чисел 1, 2, ... п,

(2)

для всех т = 1, 2, ... п.

119



В) Интегралом без произвольного постоянного множителя и с доба­
вочной произвольной постоянной

2 := 6 (жх, • • • ^1, * • • Яп-1) "4”

, __ д (91- • • ■ Qk-і’ 9/г+і’ • • • 9n) , 0

fe~ D («1, «2, ... an_1) ’
к — одно из чисел 1, 2, .. . n, (3)

П<А А

L=LZLkZ = о.
D (Oj, а2, .. . an_J

С) Интегралом с произвольным постоянным множителем и с доба­
вочной произвольной постоянной —интегралом А. Мауег’а(1)

2 — йп-1 ? (^15 • " • ^^n^ ^1) • • * 2) ~Ь

D / ?! ^-1 а+і ?п-1Л

Ч ?П ?п _____________ Уп У [ Q

h ~~ D (а^, а2, ... ап_2)
(4)

к — одно из чисел 1, 2, . . . (п—1).
По интегралу А)

2 = Ф (^1? • " ■ • • ■ Яп) (^)
нетрудно построить интеграл В)

2 = 9 (х^ . . . хп, ях, ..; a3-i, я3+ь • • • ап) “Ь const, (6)
стоит только в интеграле (5). произвольную постоянную а3 заменить 
определенным, произвольно взятым количеством d и к функции Ф при­
бавить произвольную постоянную

z = Ф («x,.. . хп, а15 .; . я3-і, d, а3+ц • • • яп) + const

= 9 (х^ .. . хп, . а3_і, «j+u • • • яп) const.
Условия, связанные с интегралом (5), перейдут в условия, принад­

лежащие интегралу (6) (2).
В интеграле В)

2 = 9 (х^ ... хп, ... Яі, .. . Яп-1) + ап (8)
всегда существует произвольная постоянная аі, их может быть несколько, 
замена которой определенным, произвольно взятым количеством d позво­
ляет составить интеграл С)

2 = а0 9 (жх, . . . хп, аг, . .. «і-і, d, «і+і! • • • «n-і) + ап (3)- (9)

Интегралу С)
z = an-i? (Яц . ■ ■ хп, . . . ап-2) + ап (Ю)

соответствует интеграл S. Lie первого класса
z = const, ср = const (4). ^11)

По интегралу (И), что то же, по интегралу (10) непосредственно 
строим интегралы (5):

А) z — Ф (ср, an-i, «п), ^2) 
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где Ф — определенная, произвольно взятая функция аргументов, не со­
держащая добавочной произвольной постоянной, удовлетворяющая 
одному из условий

, дФ у

« (13)
ду дап ' ’ dy I дФ I

f дФ x
^-*0-^1 tUo (14)

^dan-J

или тому и другому;
в) « = 6 (ср, а„_1) + а„, (15)

где 9 — определенная, произвольно взятая функция аргументов, удовле­
творяющая условию

^0. (16)оу дап_1^ \
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