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МАТЕМАТИКА
В. Д. КУПРАДЗЕ

НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ РЕЗОЛЬВЕНТЫ 
В ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 2II1939)

Интегральные 'уравнения Фредгольма, встречающиеся в теории потен
циала, часто оказываются с характеристическим значением параметра к. 
Когда характеристическое число есть простой полюс резольвенты, как 
известно, можно путем несложных рассуждений довести до конца 
решение граничной задачи. В ряде простейших задач теории потенциала 
характеристическое число действительно есть простой полюс резоль
венты (например внешняя задача Дирихле для уравнения Лапласа). 
Может быть поэтому, насколько нам известно, остался до сих пор 
нерассмотренным в литературе тот случай, когда характеристическое 
число интегрального уравнения есть кратный полюс резольвенты. Гак 
как этот случай также может представить интерес для приложений, 
мы даем ниже способ решения граничных задач в этом случае. Для 
конкретности мы остановимся на рассмотрении задач Дирихле и Ней
мана для уравнения

1 дх* * оул oz*

встречающегося во многих вопросах математической физики.
Введем следующие обозначения: F — замкнутая конечная поверхность, 

удовлетворяющая известным условиям Ляпунова; P,Q — точки вне F; M,N 
_ точки на F; г— расстояние между двумя точками; пм, пы—внешние нор
мали к поверхности F в точках М и N-, к — постоянное положитель
ное число; ——ip^— — решение уравнения Ди + к2и = 0 при фиксирован- 

ном Q (илиР) и переменном Р (или Q); r(M< N) ’J = A(M,A);

1 д
Ini дп^

/■ —ikr (М, N~)-\ r _т т ЛТ(А (N, M);p(N),v (А)—непрерывные функции точкиА;

. г —ikr(N, Р)
Е(Р) = ~ ( v (А) г^р} ■ • dsN - потенциал 

F
простого слоя с ПЛОТНОСТЬЮ

1 С д re~ikr(N,P) “I ■ dsn — потенциал двойного слоя с

плотностью ц ( АД ГДР), Ve(P), Wi(P), We (Р) - предельные значения 
У(Р) и ИДР), когда точка Р приближается к граничной точке на F, 



оставаясь соответственно внутри F и вне F; f(N), ^N)-заданные вдоль 
г непрерывные, конечные функции.

Внутренняя и внешняя задачи Дирихле D, и De, если их решения 
искать в виде потенциала двойного слоя, приводят к интегральным 
уравнениям (х): г

^(N)K(M,N)dsN=-f(M), 
F

(Di)

PW + ^.(N)K(M,N)dsN = f(M). (De)
F

Задачи Пеймана Nj и Ne, если их решения искать в виде потенци
алов простых слоев, приводят к уравнениям:

VW + K(N, M)dsN = ^(M), (Ni)
■ F

v W - J v (N) К (TV, M) dsN=-^ (M). 
F (Ne)

Однородные интегральные уравнения, соответствующие (Dj) (D ) 
(Nj), (Ne), будем обозначать (Dj), (D°), (№), (N®).

При исследовании этих интегральных уравнений существенную роль 
играет значение коэффициента к в уравнении (1); имеют место следующие 
теоремы (х): J

Теорема 1. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
X = +1 было характеристическим числом уравнения

+ ^(N)K(M,N)dsN=f(M), (De)
F

есть равенство параметра к собственной частоте внутренней однородной 
задачи Неймана — N®.

Ранг характеристического числа Х=-|-1 равен п- кратности пара
метра к и линейные комбинации фундаментальных функций уравнения

^{M) + ^{N)K(M,N)dsN = Q (D’)
F

дают, контурные значения решений задачи №.
Теорема 2. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы 

= ■ было характеристическим числом уравнения (Ne)

v (М) X (TV) К (N, М) dsN = — ср (М) (Ne)
F

есть равенство параметра к собственной частоте внутренней однородной 
задачи Дирихле D®. Ранг характеристического числа к = — 1 равен п 
кратности параметра к и линейные комбинации фундаментальных 
функции уравнения

4M)-^(N)K(N,M)dsN = Q (№)
F

представляют контурные значения нормальных производных решений 
задачи D“.

Очевидно эти теоремы дают полное решение внешних задач Дирихле 
и Неймана, когда к не имеет ряд исключительных значений. В книге 
«Основные задачи математической теории дифракции» (*) я рассматривал 
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случаи, когда к совпадает с собственными частотами задач D, и Nj, и дал 
способ решения задач в этом случае; при этом я отмечал, что способ 
имеет общее значение; на самом деле, как нетрудно видеть, он при
меним только к случаю, когда Х=4;1 есть простой полюс соответ
ствующих резольвент*.  В случае кратного полюса решение дается 
общей теорией канонических ядер. Исследование этого случая и соста
вляет предмет настоящей статьи. Напомним основные положения теории 
канонических ядер.

Пусть к — +1 есть полюс р-го порядка резольвенты уравнения (Пе);
р ОО

Г(Л1Л:к) = 2^й+ V (2)
i=i (1 Z) і=р+і

Для фундаментальных функций уравнений (D°), (N°) введем обозна
чения:

ПО О (П (1) (1) . (2) (2) • „(Р”1)
РИ, Р21л Рві+ІД’ Рщ+ЗД’ Рва.1’ РЩ-ИД’ Р-ва+2Д’ Раз,1’ ••• Рвр-1+-

Рд^+2,1, ••• Рд^пД
4 ... С-щд, - Сй 4V+M, ... ...

С^д ... С^д

(3)

Коэффициенты Ai(M,N) (i = l,2, ... р, р+ 1) удовлетворяют уравнениям:
ЛДМЛ) + \К(М,П) A1(R,N)dsR = O=A1(M,N)+ \A^M,R)K(R,N) dsR,

3 з-i

A^M,N) + \K(M,R)Aj(R,N)dsR=-^i Ai (MN) = А,(М ,N) + 
3 ■ i=i

+ Aj(M, R)K(R,N)dsR (j = 2,3...p), (4)

Лр+1 (M, N) + t К (M, R) Лр+1 (R, N) dsR = K(M,N)-^ Ai (M,N) =
i=l

= AP+i(M, N)^Ap^-i(M,R)K[R,N)dsR.

Ai (M, N) (i < p) линейно независимы и тождественно нулю не равны. 
Функции каждой из р групп, на которые разбивается полная система 
фундаментальных функций, дают начало системе главных функций, 
удовлетворяющих условиям:

(
s = 0, 1 = 1,2, ... qx \

s = p—1, i = ?р-1+ 1, п / г. 
l<i<7x, s = 0,/s= 1,2, 3... р0 .

Рід, (М) -ф К (М. R) pijs (R) dsR = /s=l, /s =1,2,3... рД
. _t I ЦъА" l^i^Qsi s=2, 7s = ^>2,3 ... p2 I

\p_1+^^n,s=p-l,is = ^=PP^

* В указанной моей книге имеется также ряд других неточностей (исследо
вание бесконечной системы, теоремы эквивалентности), требующих исправлении 
и уточнений.
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V?? (TV) + J vg) (В) к (R, N) dsR = 0 

r . r(TV) + J vW (7?) к, (R, N) dsR=-^ »W (N) ’
k=t

с теми же значениями индексов; при этом р0 = р > А > р2 ... > 1. 
гона^кги ФУНКЛ1ИИ УД°влетворяют также следующим условиям биорто-

is+th=ps+l. (2)
F U

(В «Курсе математического анализа» Э. Гурса эта система 
в примечании на стр. 85, § 579. Для того, чтобы перейти от указана 

обозна-
чений Гурса к нашим, можно положить <Рі = Р$Лі фі

При помощи главных функций каноническое ядро k (М,N) = V Ai (М, N) 

может быть представлено в виде:
Qi

^+^«>n!r_,m+...+ At т^т + А (л,)4и) +

$2

+ 2 Ни W (TV)... + у^_ДА7)п(£(ТУ) + ^
I — Qx+1

Qp~ i
+ ■••+. 2 ^~2)(MHr2)(TV)+^^

i=Qp~ 2 + 1
n

+ 2 («).<;-'(»)

или в виде: ^ap-t+i

(7)

Qi

£(TH,TV)=2vh(TVWp W +... + +
q2

+ v?p (TV) (ТИ) + v vH^TV)™^ (M)+ ... +v^_1Wm«(7n) + 
31+1

+ W (M) + V v(P-2) {N} + v(p_2) ^2) (+

2 +1

+ 2
Функции mij} И nW представляют определенные линейные выраже

ния функци л {М} и v (А7). Вычисление показывает, что п^ли 
неино независимы. Переходим к решению внешней задачи Дир™ 
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Очевидно уравнение •
Qi

р*  ) 4- Ср*  (N) K(M,N) dsN = — Нр (>) —
р г= 1

Qp-i П

_ у с>,4» (м) _- 2 «<т- 2 т (9)
i=Qj+l І=«р-1+1 І=«ў-1 + 1

имеет решение, если постоянные 4 определены из условий

с^ = (Ю)
р (i = l, 2, 3, ... п).

Таким образом потенциал двойного слоя
. — г „-ШЦР.В1) -| ,, ..

(11)
F

дает такое решение уравнения Ди4-Л2н = 0, которое принимает на гра
нице извне значение

<21 <21 ”

2 --. 2 <12>
i=l i=Q2 + l 9р-141

Введем обозначения
И7* (р) = 2^ Г е НРЯГ ] dSM = \ (Е) К "М 

SnB L 1 * к (13)
dsR=y^R)K(P,R}dsB\

Из (5), принимая во внимание свойства скачков потенциалов двойного 
слоя при приближении точки Р к граничной точке М на В извне ( ), 
легко получить: •

^(M^lim [<>_!-^] = lim ^(Р). (14)
' \ г, . лл Р-^М

Из (43) левого следует, что потенциал двойного слоя
л г' Г e~ihr (PR) 3(ВЛ) = 53 ((В. м » [ -ДрЩ- J •

зависящий от параметра N, когда
точке М на F, оставаясь все время

точка Р стремится к граничной 
во внешней области, имеет своим

пределом
К(М, N)-k(M,N), 

ИшИл(Р, N) = K(M, N) — k(M,N). 
р-^м

(15)

Пользуясь (14) и (7), k (М, N) запишем в виде:

к (М, 1V) = 2 2 =
i=l j=l ^=1

• = lim У (Р) n^-i+1 R + 2 W-

И



Пользуясь линейной 
выбираем для N п таких независимостью функции (N) U — 1 2 ...п) 

значений Nk, чтобы определитель

и вводим обозначение:
II vn (Nk) || ф О, (16)

Sp-i Ps-l

2 2^' nips-i+i (Nk) = Wk (P) (^=1 2 3 n) 
i=l 3=1 ' ''

Теперь из (15) имеем:

S*(₽, Nj -W(P,Nt}_ wr (P)J = 2 «WJpW (му (1 = 1,2,.. .„). (17)
2 = 1

Это есть неоднородная линейная система п уравнений с п неичнеет 
ними, с определителем, отличным от нуля; в левой части стоит йункпия' 
которая очевидно относительно Р есть решение уравнения"в 
Обозначим оту левую часть через W„(P). Тогда, разрешая (17), имеем:

s = 0, 1, 2, ... p— 1
■Ps P> Pli Pi • •. 1

(M) = lim У wk (P)f
р->м~

Из сравнения с (12) видим, что потенциал двойного слоя

^*(^ + 2 j^askWh(P), 
І=1 Й=1

(18)

когда точка Р извне стремится к граничной точке М rm™ чение f(M). граничной точке м, принимает зна-
С другой стороны, (18) очевидно есть решение уравнения + 

и удовлетворяет условию излучения на бесконечности; следовательно (181 
есть единственное решение внешней запячтт TTrm™^™ следовательно (18) яичным значением "при харакі™ ScS з^”™ „%“Тр™

® и 2тве вт°рого примера укажем решение внешней задачи Ней

™еюТк- РГпоХТ °6 уравнен-иях (D°) и (Ne°), резольвенты 
имеют А----- 1 полюсом р-го порядка.

Уравнение

В виду, 
которых

- т - J т к (м, м *„=_т т+2 е<»»!«т (19) 
г=1

имеет решение, если постоянные с» определены из условий

/ »=о, 1, г,... р-1 . (М)
.F \ i’ = 1, 2, 3, ... п /'

Таким образом потенциал простого слоя
С e~ihr(PR)
\^^n)~r{PR)-dsR (21) 
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дает такое решение уравнения Aw + &2a = 0, нормальная производная 
которого извне принимает на границе значение

+ (22)
г=1

Вводим обозначения:
л Г -ihr(pn)

’ -апт <23>

F

Из (6)*,  принимая во внимание свойство скачка нормальной произ
водной потенциала простого слоя, когда точка извне стремится к гра- 
нице, можем написать^

dV*̂
<1 (М Um ж {Кй-! т - m (Р)! = Um -g=L ■ (24)

P^-N и,ь Р-н*

Из (43) правого следует, что предельное значение извне нормальной 
производной потенциала простого слоя

л /Л -ikr(PB)
V МЬ^РПГ dSR'

F

зависящего от параметра М, когда Р стремится к N извне, есть
K(N, M) — k(N, М), (25)

lim^-F(P, М) = К (N, M)-k(N,M),
P-^N

каноническое ядро к (N, М) имеет вид
«р-1 Ps-1 п

к(к,м)= % 2v® w«а.-»'*) +5’К( ’
г=1 3=1 і=1

Согласно с (24) к (N, М) может быть переписан в виде:
Чр-i ps-l п

*(л,ж>ит 2 
i=l j=l і=1

В виду линейной независимости функции (М) придадим М п таких
Мк значений, чтобы определитель || у(а (Мк) || Ф О (А; = 1,2, ... п), и вве
дем обозначение

2 2 W = К (Р) (Л = 1, 2, 3 ... и).
г=1 j=l

Из (25) имеем:

lim “ V (F Mh) - ВГ (P)} = 2P^Ndn\ r(P’M^ I “

* В формулах (6), (4) перед интегралом теперь стоит знак — и ядра транспо
нированы.
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В 
стоит 
через

по™ДНЫХ/ ск°бках ™вой части этой линейной системы очевидно 
" (относительно уравнения \и + к?и = 0; обозначим его 

Vh\P), решив систему, имеем:
п

s = 0, 1, 2, ... p—i
Ps = P, Pt, p2, ... 1k=l

слояеПеРЬ очевиДН0’ что нормальная производная потенциала простого

2 Zp>M8) П(7>), (26)
4=1 fc=l

Р извне стремится к граничной точке, имеет своим значением

С другой стороны, (26) есть решение уравнения Ди + А2и = 0, удо- 
влетворяющее условию излучения на бесконечности. Следовательно (26) 
есть решение, и при этом единственное, внешней задачи Неймана с гра- 

ичным заданием <р (7V) при характеристическом значении параметра^.
Тбилисский математический институт ттГрузинский филиал У ’

Академии Наук СССР. d 11 lydy’
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