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К ТЕОРИИ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КВАНТОВОЙ ЧАСТИЦЫ

(Представлено академиком С. И. Вавиловым 17 I 1939)
1. Единственным основанием теории релятивистских квантовых час

тиц, имеющих электрический заряд, в настоящее время является извест
ное уравнение Дирака(х), определяющее изменение состояния частицы под 
действием внешнего электромагнитного поля. Эти уравнения в перво
начальном их виде являются механическими квантовыми уравнениями 
релятивистской квантовой задачиодноготела.В настоящее же время 
можно считать несомненным, что релятивистские квантовые задачи прин
ципиально являются задачами неопределенного числа частиц. Необходимо 
следовательно формулировать уравнения Дирака так, чтобы стал возмож
ным естественный переход от задачи одного тела к задаче с неопределен
ным, в квантовом смысле, числом частиц. Как известно, этот переход 
частично осуществляется так называемым «методом вторичного квантова-1 
ния» и предполагает рассмотрение взаимодействия частиц посредством 
электромагнитного поля, также рассматриваемого как квантовая система. 
Не касаясь пока метода вторичного квантования, мы отметим, что уравнения 
Дирака, являясь квантовыми уравнениями движения, описывают меха
нические свойства электрона, но вместе с тем они выражают и свойства 
электрона, понимаемого как целостная электродинамическая 
система. Эта сторона уравнений Дирака выражается например в совер
шенно своеобразном «расщеплении» динамических величин на «механичес
кие» и «электродинамические». Так например, для скорости мы имеем 
•оператор dx^ldt и оператор с а^; имеем операторы для магнитного момента 
электрона и т.д. Таким образом уравнения Дирака можно рассматривать 
не только как механические уравнения движения, но также как у р а в н е- 
н и я п о л я. Эта точка зрения целесообразна в вопросах дальнейшего разви
тия квантовой теории с целью исследования вопросов, связанных с за
дачей массы частиц.

Своеобразие уравнений Дирака заключается в том, что они выражены 
не посредством обычного тензорного аппарата теории относительности а 
посредством спинорных отношений (2). Однако возможно и в целях сравне
ния уравнений Дирака с уравнениями других теорий поля целесообразно 
найти формулировку теории в тензорных, обыкновенных соотношениях. 
Для этого надо перейти от фр и фр и их производных к образующимся 
из них тензорам и инвариантам и исследовать соотношения, существую
щие между ними вследствие уравнений Дирака. Получающаяся так систе-
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ма тензорных уравнений* может быть рассмотрена на общих для уравне
ний теорий поля основаниях и подвергнута затем квантованию и нелиней
ной модификации для учета роли массы.

Поставленная таким образом' задача будет разрешена в том случае, 
если будет найдена соответствующая так полученной системе уравнений* 
лагранжева функция, зависящая от величин, однозначно описыва
ющих электрон как электродинамическую систему. Далее, инвариант
ность лангранжевого интеграла по отношению к релятивистским преоб
разованиям координат и времени всегда позволяет найти тензор энергии 
материи этой системы и вместе с ним основные законы сохранения энергии 
и импульса и другие законы сохранения.

В этой заметке рассматривается частично только первая часть задачи, 
а именно находятся некоторые тензоры и инварианты и их связывающие 
уравнения, характеризующие электрон Дирака.

2. Пользуясь следующим прямым и несколько громоздким спосооом, 
мы получим искомые тензорные уравнения.

Возьмем уравнения Дирака в следующей известной форме ( ):

■?[2<ч+^О+“>0' (А4
- 1 /■ «Я

<в’
L [Л

где ~ обозначает транспонированную матрицу. Умножая первое урав
нение на ф*а, а второе — на фа (при а одной из 16 матриц 1, у&, '(k'Yb 
УМі, Ys М = 1,2,3, 4) и складывая и вычитая полученные уравне
ния, мы найдем 32 уравнения, анализ которых и позволяет дать тео
рии’ Дирака тензорную форму. Объясняется это тем, что ф и^ф* являются 
спинорами половинного ранга, и потому билинейные в ф, ф и их произ
водных величины имеют тензорные свойства. Вычислим последовательно 
все 32 уравнения. Умножая (А) на ф+ и (В) на ф и складывая, мы^по- 
лучим известное уравнение для тока:

2 Ш
Н=1 11

Вычитая же, получим уравнение, определяющее инвариант ф ф:

2 «+Й «ни

Умножая (А) на ф+у&, а (В) на фуь и складывая, получим (по ла-1 
тинским индексам суммирование не производится):

2 [ 5;+ _ ] +

* Заметим еще, что эта система уравнений является решением задачи описания 
квантовой системы посредством Eichinvariant-ных величин, т. е. эксперимен
тально измеримых. Такие же величины, как фр и потенциалы, в эту систему урав
нений явно не входят, включаясь] в Eichinvariant-ные величины и определяясь ими,
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так как а^Ь — Ь^а и — где у—ліобая матрица, то уравнение 
перепишется:

4
Г Г + Эф । Эф+ ~] ie ч
l L? + 17 ' — Ф+,№Ф] } +

р.=1 J
+ у №№ ~ = о.

?е°™рТура1ХияЬ: антйкоммУтатйвностью lk № + '№ = 23«, найдем

\хфк Iх у u *

А = 1,2,3,4
Операция вычитания дает в данном случае: 

4

2 (Л ~ дГ +77 ГО?ТнФ + ф ViM] 1 + ф+уаф = 0,
|j.= l Р-Н J П 

т. е. еще четыре уравнения:

V 1 , /, + ^ , 2і> Ч , 2тс +J+V^ + + '^ = 0- (7—10)
lx=f=ll

Умножая (А) на ф у&уг и (В) на фу^, вычитаяи складывая, получим: 

[1=1 и
± ФШ ЪФ) ] + V [ф+ • уйу(ф ± фуг У4+] = О, 

так как al^b = a b = b а, то мы получим: 
4

Z L YfcTib й; + дх Wk^ +?[1 (Ф^ТгУиФ ± [1=1 1 и

± Ф+"№ТгФ) ] + [ф7й7гф ± Ф%Г41 = 0.

Взяв нижний знак, получим следующие уравнения:

Г 1 7 + ДЛ+ 2;е .
\X^=k,l ‘ Ь I у

Z, + Эф дфь 2ie . >
- V ^^~^^+л7^Т(Ф;=о. (н-16)

к, 1= 1, 2, 3, 4; (к, 1)^ (1,4), (2, 4), (3,4), (1, 3), (2, 3), (1, 2).
Взяв верхний знак, получим: 

4

V Г | + , дф аф+ 2ie Л
L ? ,й,гЬаг~ аж; 'ow? + ^®[хфту7№Ф +I 11 I1 J

I ^Ф^ІлФ дф+рф , 2тс . + ,
+ -7^------ d^ -+-h Ф М4 = 0. (17-22)
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Умножая на ф+у5уй и соответственно и затем складывая и вы
читая, получим:

Г , + , ----- ЭЛ* , , + , іе
[ Ф YsY^Ya ЯР ФYfe YsYm- 9ў + Ф YsY^Yh Ф ± р. И X

± ФКъьФ^Ти] + v (Ф^МФ ± Ф^ЪФ+) = °- 
4
2[+£<?*±ф^^ьф) I 
И=1 11 J

+ -t- №+YsY^ ± = 0.

Выделяя член с k = p, получим:

Ф^5 ± СФЪФ + Ф^бФ) +
4

I V1 Г ! + <?Ф -г- <№ , . ie . + , .+ 2i L Ф УГ Yc (Ф YsYfeY^ ±н- а
± ^+YsYfeY^) ] + т (^'YsYfe'? ± ’?+T5Y^) = °-

Взяв верхний знак, найдем:
4

^’’ЪФ , VAi* дф Зф? .Не ,+ , \ .+ 1 <Ф + ^Ф Y5Y^J +
Р-^h ц
+ -^Ф^Ф = О (А = 1, 2, 3, 4). (23-26}

Взяв нижний знак:

2 ■^^^+(ф+Y5^- ^Y5Ф + ^?^Ф+Y5ф)=0 к = (1,2, 3,4) (27-30)

Наконец, умножая на ф+у5 и Фу5 (А) и (В), соответственно складывая 
или вычитая, получим:

4
2 (Ф'^р- ± ФЫа ^ + Тс 'f*1 (Ф^нФ Т ФЪЪФЭ) +

+^(Ф^Ф т ФьФ+)=о,

т. е. следующие два уравнения

2 (ф^н. т I™- ГЛФ% (Ф^Ф ± Ф^Ф)} + 

+ т (Ф^ФТФ^Ф) = О,

т. е.

2 (ф^оГи# ~ YбYнФ + ?^Ф^аф) = 0 (31)’
н=і на
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II

Н=1 “

3 . Рассмотрим полученные 32 уравнения. Часть из них была най
дена различными авторами более ли менее формальным путем. Так, 
уравнение (1) выведено Дираком (4) и известно как закон сохранения 
электрического тока в теории электрона. Уравнение (32) получено 
Уленбеком и Ляпортом (5) вместе с некоторыми другими уравнениями. 
Далее, некоторые из уравнений указаны были Ф. Вишневским (®), рас
сматривавшим уравнение Дирака в связи с уравнениями Максвелла. 
Наконец соотношения (11 —16) употреблялись при исследовании во
проса о тензоре энергии материи [Тетроде (7), Вейль (8), Розенфельд (9) 
и др.], остающегося все еще не вполне выясненным. Обращаясь к урав
нениям, мы получаем прежде всего четыре релятивистских 
вектора, из которых три удовлетворяют уравнениям сохранения 
и четвертый — «уравнению несохранения», установленному Уленбеком 
и Ляпортом, а именно:

4

(1) Ы
Н=1 

4 

fe=l

2 Л; W
k=l

4

2 І = 0-

Назовем эти релятивистские векторы Uk, Ik, Ц.к, ^,k соответственно, 
ик, Ik, l&,k и Щк связаны с антисимметрическими тензорами, а именно 
имеют место следующие уравнения:

---- IT Uh = Ik + 2 — Эх л = 1, 2, 3, 4 (уравнения 7—10) (^) 
Р-^к и

h,k = А = 1, 2, 3, 4, (уравнения 27 —30) (^)
мЫі и

И
4

2тс , X? . 2іе , + 1 /п \

VL^k Р-

(уравнения 23 — 26)
Два антисимметрических тензора и ф+УаУлУр.ф, связанные

с Ih и l5>fe уравнениями (7 — 10) и (27-^30), являются дуальными 
тензорами вследствие соотношения

= (33)
где а —число.
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Таблицы компонент этих тензоров связаны друг с другом следую
щим образом (мы выписываем только половину компонент вследствие 
их антисимметричности):

' °; Y5Y1Y2; YsYiYs! Y5Y1Y4 
°; YbYaYs; Y5Y2Y4 

0; YsYsYi 
0

' 0 — “YsYi, + ^4, — «YaYs ‘ 
0 — “Y1Y4, + aYiY3

0 — «YiY2
0 /

(34)

Напомним, что дуальные тензоры Ф^; и Ф^і связаны между собой 
так, что «расходимость» одного служит «циклом» другого, а именно:

3^ік I дфе дфк1_д^ 
дх1 ‘ дх1" ‘ дх* дхк (35)

Таким образом мы можем заменить в (8Х) расходимость тензора
Ф^ = Ф^Ф (Yi)

«циклом» (четырехмерным ротором) дуального тензора
= Фзйи = ^YsY&Y^ ■ (Ya)

возможно также объединить (^х) и (р2) в одну систему уравнений 
максвеллова типа с одним из тензоров (ух) или (у2) (ср. Вишневский).

Далее мы получаем еще два антисимметрических тензора, а именно

- 2? +й ) -
- Й + & ‘Г (уравнения 11-16) (Ь)

v^k,i 11
и

З^і Зхк
V* С . Зі/ 3^ lie + \ 1тс , + , . .

---- (Y1)
цфк,1 и

(уравнения 17 — 22)
причем

4
V ^=0 те ^Д-М‘4-^“ =

дХ{ ’ ’ дх1 ‘ дх1 1

I I д^і _ о 
дх1 ‘ dxh дх'

(81)

(82)

Антисимметрический тензор Ти или дуальный Ты находится в не
посредственной связи с тензором энергии материи уравнения Дирака,- 
как указано Тетроде.

Уравнение (у4) замечательно тем, что оно связывает 1^ с тензором Фы, 
который в свою очередь уравнениями (^х) определяет вектор Ц.

Положив
о с 1тс 
^м = ^м---- tT^kl
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и воспользовавшись (32), найдем:
dSki dSe dSM _ _ 2mc Z ЭФу дФе , Рф^~\ 

дхг ' дхк ' дхг ft у дх1 дхк ' дх* ) ’
Но правая часть этого уравнения равна, с точностью до постоян- 

2тслого множителя , правой части уравнения (32), и таким образом 
мы получаем уравнение:

ft
2mc

9Se 
dxk

связывающее ток 1^^ с антисимметрическим тензором Ski- Далее, тен
зор Ты выражается через вектор и^, удовлетворяющий уравнению 
Уленбека-Ляпорта (а4).

В самом деле, вследствие (33) вектор поможет быть написан через 
величины ф Y^Yr-'b стоящие справа в уравнении (у3), а именно вектор 
ilk,5 является антисимметрическим тензором третьего ранга, причем:

Y1Y2Y3 = “Y5Y4
-YaYsYi^YsYi

Y1Y3Y4 = «YsY2 (36)

Таким образом уравнения (у3) и (а4) образуют систему, определяю
щую «эд через Тki и инвариант ф+уаф- Если ввести обозначения 
(Н и Е) для компонент тензора Фйи и затем обозначить чертой сверху 
величины типа

Т,^ Зф дф

мы можем придать системе уравнений следующий наглядный вид:

— (Ф+ф){ + div//= О
— ■^7+ grad р = curl Е

(Ye) + div Е + Хи4 = О 
дЕ , ---- :--- , , „

+ ^rad Ys + и = curl Н
ди5 k ------- -■ + grad и5Л + curl и = О

^^5 k —---------~—bgrad ггьл+сиг1п=кЯ

^-f-grad u4-|- curl й-,^='і-Е

— + grad w4 + curl u&= 0

(37)

(38)?

и т. д.
Эти соотношения весьма аналогичны соотношениям теории поля Мп. 

К этим соотношениям мы должны добавить уравнения, в которые вхо
дят инварианты Ф+ф и ф+увФ» а именно уравнения (2), определяющие 
лагранжеву функцию уравнений Дирака первого порядка и т. д.

Мы видим прежде всего, что в уравнения входят два типа величин: 
билинейные в Ф и ф+ и затем эрмитовы формы типа (37), содержащие 
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производные от 4 и ф+. Все эти величины являются ЕісЬіпуагіапІ’нымй 
величинами, т. е. поддающимися измерению.

Отметим далее следующее. Между билинейными формами в ф, ф+ 
имеются совершенно от ф и ф+ независимые тождества (10), позволяющие 
выразить все их через 6 независимых (общее число форм равно 16). 
Точно так же имеются тождественные соотношения между величинами 
типа (37), так как это—тоже билинейные формы в фи/а₽ = 5фа/5жр. Однако 
эти соотношения до сих пор не исследовались. Таким образом для 
решения задачи, постановке которой посвящена эта заметка (т. е. задачи 
формулировки уравнений Дирака в форме тензорных уравнений и срав
нения их, понимаемых как уравнения теории поля, с уравнениями 
других теорий поля), должно найти все тождества между Т^. Выразив 
их все через независимые, мы найдем уравнения для последних. 
Заметим однако, что эта задача может быть решена посредством метода 
однородных гексасферических координат, позволяющего понять смысл 
перехода к фр от уравнений поля,' совершаемого при формулировке 
уравнений Дирака,

Физический институт им. П. Н. Лебедева. Получено
Академия Наук СССР. 17 I 1939.

Москва.
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