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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 28 I 1939)'

Рассмотрим систему диофантовых уравненй:
“^1 4" ^2 + • • • 4" = Ах

4- ■.. 4~ж s = А3 

  Г (1) 
^+44- ,

В работе «Об одновременном представлении п чисел суммами пол
ных первых, вторых, ... , в-ых степеней» (х) мною была дана асимптоти
ческая формула для числа 1 (N1, ... , А„) решений системы (1) в целых 
неотрицательных числах хг, ... , xs в случае, когда s > 22п-п\ («4-1)3. 
В настоящей работе, пользуясь одной новой леммой академика 
И. М. Виноградова, я показываю, что асимптотическую формулу для 
числа решений системы (1) можно установить и при существенно мень
шем числе слагаемых; именно, я доказываю следующую теорему:

Пусть п целое 2, s — целое 5= Ьп (п 4- 1) (п 4- 2) 1g п. Тогда можно вы
брать вещественные Ек=Ек (п, s) > 1; ek — ek (п, s) < 1 так, чтобы для 
любых натуральных ... , Nn, удовлетворяющих условиям

Nk = hkN^
,П- 1) V, (2)

Ek <hk neh

число решений системы (1) в целых неотрицательных числах выражалось 
формулой:

I(Nl, ... ,Nn)^Bl(n;s-,h1,...,hn^Nn 2 [©(An ... , Кп) + О(К-ш)], (3) 

где
1

Ш =------П-------  , 
2n+i-n!n2

Bi (n,s; hlt ••• , B0(n,s) >0,

® (Aj, ... , Nn) = 2 ■■■ , (4)
Si.... ,1n=l
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••• , qn)= Dse + ^П\ (5)

причем в последней сумме alf ... , an пробегают приведенные системы 
вычетов соответственно по модулям qt, ... , qnu

1<х<д1д2...вп

Доказательство. 1. Пусть < N2 < ... < Nn — заданные целые 
положительные числа. Введем обозначения:

Nn = Pn,
Nk = Pk-hk (к = 1,2, ... , п— 1).

Пусть далее натуральные М^, ... , Мп удовлетворяют неравенствам:

Nr-Nrp-* ^Mr^Nr,
где

Число I (Л1 ,..., Мп) решений системы

+ "b^s (г = 1, 2, ..., п) (7)

представится в виде
1 1

ЦМ^ ... ,Мп) = $ ... J (8)
о о

где 
у _ е~2тсі(апхп + ...+а1х)

0<х<Р

2. Рассмотрим числа 
у =.____«_ 
'k .(к = 1, 2, ... , п)
rk = Pk-\

j Каждое а^, лежащее между 0 и 1, представим в виде
„ °к , _ak — ---Г Zkt<1к

где
(ak,qk) = l, l<qh^ck, | zk | < . (10)

Для получения главной части выражения I ... , Мп) рассмотрим 
те ах, ... , ап, у которых соответствующие им qt, ... , qn удовлетворяют 
условиям

Qk < РЧ.
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Дословно воспроизведя доказательство § 3 первой части вышеупо
мянутой работы (!), найдем, что сумма ... , Мп) интегралов по
пар аллелоидам

1 . - „ , - ак . 1--------- - < Zfe < 1---- , 
Чк ^к-------------- Чк ^к

(И)

распространенная на все значения а±; ... ; qn, ап , удовлетворяющие 
условиям (10) и (11), будет такова, что

/ п(п+1) 1 ч

...,Мп) = Q V ... 2 A(qi,...,qn) + O<P 2
1<91<РЛ1

где
11 п
Т1 7! -2ТІ V

Q= PSg A1 dzn ... dz^
__ 1_

ті ti

ЕрЖ
n 

P 2тЛ 2 7^
p = e 1 dt. 

о

Далее мы покажем, что оставшаяся часть /2 интеграла (8) будет 
такова, что

п (п-н)S----------------ПЮ
2

3. Рассмотрим теперь те а1? ... , ап, у которых соответствующие им 
qi, ... , qn таковы, что хотя бы для одного из последних выполняется: 
неравенство

qr > Р^.

При нечетном s получим, что 
1 1

|/2 | < (max | Т |) \ • • • ( | Т І^скп,... da.^, 
о о

1

| /2 | < (max | Т I) ^ ... 
о

1 2mdn(x”+...+a"_1-x”+1...-xsl)+...+2nidi(xi+...+xs_1-xg+1-...-xg_1)

•”jc 22 22 da п. ..da.!
♦

I
Оценивая | Т | так, как это сделано в § 4 и 5 работы (J) и, прини

мая Ев внимание, что число решений системы
п . г п п п п
.^1 • . • "I ^8—1---- *̂s+l ---- • • • ---  1 ---

~2~ ~2~ 

-J- ... -J- Xs—1 — #S+1 — ■ • • — ^s_ [ — '0 
2 “2~ 

* А<^В означает то же, что и А = О (В).

473



удовлетворяющих условию 0 < xi Р, при выбранном нами s в сжлу 
леммы 6 работы академика И. М. Виноградова (2) будет

„ п(п41)8-1-----> 1 '
<£Р

п(п4-1)s———-—- — пш 
получим, что оставшаяся часть интеграла (8) будет < Р 2 .В слу- 
чае четного s получаем ту же оценку, вынося за знак интеграла 
(max IT’D2.

4. Итак, для числа I {Мг, ... , Мп) решений системы (7) мы полу
чаем:

? V ... V Л(«,,...,?п) + о(р ‘ )’

откуда, как нетрудно видеть, следует:

ЦМ., ...,Mn) = QQ +
-------- — Па) 2Р

Вычисляя далее Q так же, как в § 7 и 8 работы (1), получжм:
п (п+1)

/ ,Nn) = B1{n,s-,h1,... ,hn^)P 2 +

где
В± («, s; hA , ... , Л„-і) Во (re, s) > О,

что и доказывает теорему.
Математический институт 

им. В. А. Стеклова.
Академия Наук СССР.
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