
Доклады Академии Наук СССР
1939. Том XXII, № 4

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

д. ю. ПАНОВ

О ВТОРИЧНЫХ ЭФФЕКТАХ ПРИ КРУЧЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ЦИЛИНДРА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 11 XII 1938)

1. Вопрос о вторичных эффектах при кручении (т. е. об эффектах, 
обнаруживающихся при решении задачи с точностью до членов по
рядка т2- включительно, если через т обозначена крутка) до сих пор ре
шался лишь для круглого стержня [Сэт(1), Риз (2)], причем в решении 
существенным образом использовалась осевая симметрия. В настоящей 
заметке мы даем точное решение задачи о вторичных эффектах при 
кручении эллиптического цилиндра с помощью метода, который может 
быть распространен на случай призматического стержня с любым 
сечением, имеющим функцию кручения в виде полинома.

2. Мы решаем задачу в координатах ж, у, z окончательного состоя
ния, используя следующие соотношения между перемещениями, ком
понентами деформаций и напряжений:

“XX Qx [_ у -г у, дх О ' урж ) J ’ > (1)
1 ^дй.до'х 1 Г ди ди ,dv dv дю дю ”1 (

sxy 2 уду ' дх у 2 L дх ду дх ду ' дх ду J ’ )

Хх = (к + 2р.) + к (гуу 4- s^) -у- (к + 2р)гхх (Syy + s«) —
—- (к 4- 2р.) (ехх syy sxx вгД—- 2ksyyS„4-(Зк-р5р) (sxy4-sx?) 4-Зкеуг; । (2)

Ху = 2рЗЖу 4у "Т" Зр)(вЖх®ху + syysxy) 4- — 2р) sxy 4- 5р sxzsyz. J
Формулы (2) представляют собой формулы Мёрнахана (3), в которых 
константы определены по гипотезе Риза-Зволинского (4).

К формулам (1) и (2) присоединяются уравнения равновесия

1 i^ = 0 ГФ
дх ' ду ' dz '

и граничные условия
Хх cos а 4- Ху cos р-р A? cos у = 0 (4)

на деформированной поверхности.
Мы рассматриваем цилиндр, поперечное сечение которого есть 

эллипс с полуосями а и Ъ.
Полагая

и= — xyz + ^V, v — txz 4- ^2V, w = tCxy 4- tW, (5)
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где
С = а2 — Ь2

а2 4- І2’

получаем из формул (1)—(4) следующие уравнения для определения 
U, V и W:

(к + + ?ли = - 4С2к(С2 + 6С +1) + р (С2 - 9)] я;

+ + -~r[2\(C2-6C + i)+^-^y, (6)

(к + + pAW = 2(k + p)z

и граничные условия
10 cos a0 + р^ + £ cos a0 + J cos po) =

= [(k + p) z2—^(C^+QC у1)ж2—L(k + p)(C2-6C + l)y2]cosao-

-^-p(C2-4C-lWcospo; (7)4.
JF”

-^ + aF cos ao + IF cos Ь) =
=---- i-p(C2+.4C —l)^cosaoH- ^(k + p)z2—^(к + р)(С2 + 6С + 1)ж2 —

—^k(C2-6C+l)?/2] cospo;

uf^ + ^-cosao + ^cos^ = — p(2C —l)zz cos a0+ p(2C + l) yz cos p0, 
< дча oz У dz ‘u J

которые должны выполняться на поверхности
ж2 , уа _ 
а2 "г Ъ2 (8)

В формулах (7) cos a0, cospo и связаны с нормалью к поверх
ности (8).

3. Можно показать, что решение уравнений (6), удовлетворяющее 
граничным условиям (7), имеет следующий вид:

и = 4- +А ж3+^2 ху-+4^^) 2Л3 ж+ 12 А^ху2 —

V = ~yz2 + Л7х2у + Л# + 2А^У + 12 ~

2 А3у + 4Я4?/312(А + Л5) ^х2у ! у2
Л 3 3 2 Л < а2 ^ІЬ2

а\_а^Ъ^ a2b2 J

W = С (у2 — x2)z + hz.
159



В этих формулах:

А = [(>- - ф (+ 52'И + 3W-
—(ш + Юр)+;

Л =---^Са2;
Л = ^[^рС-р^- + р+2^С-8];

+ р + 2р^С + 8]; (Ю)

А^-^СЬ2;

Л, = ФІТМ [(к “ W +4(14Р + 52^ + -

-(Ш + Юр) + ^^8-^-х];

§ = [4(Х + ^) х - (11 кр + Ю р2)Г2 - (22кр + 20р2) С +
+ (^-2^)];

х = 4(2 1 2^ К13 + 20 !12) С2 + <И + 4 •
Постоянная h в выражении для W определяется из условия

Z? dx dy = 0.
Переходя к координатам начального состояния g, tq, С 

^ = х— и, 
^y — v,
Z=z — W

и учитывая формулы (5), получаем:
и = - ----J-т2^2 + т2 А? + ^ВІ^

----Т2Т)С2 + + Х2Ет^\ (11)
w = + т2Л4

В этих формулах А, В, D, 7? —некоторые константы, зависящие 
от К, р, а, Ь.

Формулы (И) показывают, что при учете в задаче кручения эллип
тического цилиндра членов порядка т:2 радиусы поперечных сечений 
изменяют свою длину и, вообще говоря, искривляются; длина стержня 
уменьшается; добавочного искажения первоначально плоского попереч
ного сечения не возникает. Жесткость также не изменяется.

4. Полагая а — Ъ (или С = 0), мы получаем решение задачи о кру
чении круглого цилиндра с учетом членов порядка т2, данное 
П. М. Риз (2). В этом случае искривление радиусов исчезает.

Поступило
19 XII 1938. 
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