
Доклады Академии Наук СССР
1939. Том XXII, № 4

МЕХАНИКА

В. В. СОКОЛОВСКИЙ
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Основными уравнениями плоской задачи теории давления земляной 
среды являются уравнения равновесия:

+ + Х = 0 _L । Y = 0 (1)ду Т ’ дх ду V ’
и условие _

• (2)

где р и К—соответственно^ коэффициенты трения и сцепления среды. 
Принимая

sx = a[l + sinPsin(2? + P)]-sf- 1
К . ! (3)

= а[1 — sinрsin(2ср + р)] — тжу= — asinpcos(2cp + p), )

подставляя их в (1) и вводя обозначения
^|-₽ 1па.+ <р=^, — |-р1па — ср = т], (4)

получим
£cosc? + §sin ? + т ^ = °, £sin(? + P) - g. cos (ср + р) +-1^ = 0, 

где
Л = 2^Т^С08(® + р) + У ^Ср + р)] > 5 = -^4;-[A sin ср-У COS ср] . 

L sill р ь111 р
Если принять за независимые переменные аир, где а (ж, у) = const 

есть первое, а р (ж, у) = const второе семейство характеристик (совпадаю
щие с линиями скольжения), то получим систему уравнений*:

|coscp-gsincp = 0, g-Sin(cp + p) + ^cos(cp + p) = 0, 1

р._1_^л=0, , Idp 1 a cos ? dp 7 da a sin (<p + p) da /
В случае отсутствия массовых сил (А = У = 0) вместо (5) получим:

COS ср—~ sin ср = 0, sin (ср+ р)+ COS (ср +р) = 0, (6)дт] ~ дч] т д^ \ч > г/ ‘ Г/

* ч есть угол наклона линий a=const к оси х.
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Д=. [sin ср X + cos (ср р) У]

дУ О,

которые с заменой переменных

[cos ср X — sin (ср 4- р) Y], 

приводятся к виду 
™  

ді 2 cos р ’
где t, = const есть первое, а т) = const — второе семейство характеристик. 

В случае наличия массовых сил введем
» = /7^2?» и v = y^R?, 

где Ra и Ир—соответственно радиусы кривизны характеристик р = const 
и а = const, получим

У а дх __ У а дх 
U sin (? + р) да ’ U______cos ? ’

дх sin (т+р) дх cos ? (7)

Воспользовавшись (5), (7'), получим основную систему уравнений 
в виде

3tgP(g+7i) 4 о 3tgp_(l±21L -Bu — Qд? е 2 да + е . 2 ди-и,

Зи di 1 / chA n 1 /о\
— tg Р за и — н------- з---------+ и = О, г (о)д$ 6'ді 2 cos р <5а да J ’

dv dt\ . 1 / di ді\\ г.
Ъ----- tgp з- О + к------- зз — за W = О.да ° г да 1 2 cos р \дЗ д^ J '

В дальнейшем мы придем к решению задач Cauchy, Goursat и сме
шанной для уравнений (5), однако решение этих задач удобнее про
водить для уравнений (8).

Определив и = и (а, р), у = и (а, р), нетрудно с помощью (7') полу
чить х = х(а,$), у = у(а, ^).

Пользуясь выведенными уравнениями, рассмотрим решение ряда 
основных задач теории давления земли.

Вспомнив (3), нетрудно получить напряжения.
оп = а [1 -|- sin р sin (2ср — 29 + р)] — --Д- , tni = — а sin р cos (2ср — 29 -|- р), (9)

где 9—угол наклона нормали п к оси х.
Давление земли на подпорную стенку. Вдоль подпорной 

стенки, которую мы предполагаем плоской,

^nt ~ ®n tg Р1, ДО)

где рх — коэффициент трения земли о стенку.
Из (9) и (10) получим #

д А' 8ІП Pi , (11)
sin р [sin Р1 + sin р cos (2<р—29 + p —Pi)] ' '

откуда видно, что
К sin о,

3 -■---- Т--------------- V •sin р (sin Р1 + sin р)
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Подставив (11) в (4), получим некоторую кривую. 
Первая ветвь этой кривой будет: *

? = ?*(?),  = или 7j = F1(?) при 6 ——к + ^ + к + т; (12') 

вторая ветвь этой кривой будет:

? = £*(?),  ’! = ’)*(?)  или t] = F2(0 при 0-+ + ^-+ —^-Ц1. (12")

Для сыпучей среды (К=0) эта кривая вырождается в две прямые: 
^-гэ + р-р^-у + ^, ? = 0-1 + 4 + т + Ъ (12')

^=-29 + p-P1+ + +y + ^ ? = (12")
Определим активное давление земли на подпорную стенку, когда 

вдоль MN (фиг., а) приложена нормальная нагрузка аж(у), причем 
т _0 ** ■ху- о

По формулам (3) получим
-Либо » = ў—Ь )

.. + І I ОЛ
или, обратно, д_ sin р 1

— 1 + sin р
и, подставив (13') в (4),
либо + + И

Зя р .. . к? = т-у, ax = a(l-sinp)-^

. ^ + -^~ } <13") 
или, обратно, д _ sm р

1 — sin р 
и, подставив (13") в (4),

+ ^=^ + р+5. (14")

Рассмотрим случай ах(у) > 0, соответствующий монотонному возра
станию нагрузки вдоль оси у (фиг., а).

Разберем сперва поставленную задачу при отсутствии массовых сил' 
(Х=у = 0).

Плоскость ($, у;) состоит из двух наложенных друг на друга лиетов.
. . sin Pi , Я* 7 = arcsin ■ . Г1 , берем 0 < 7 «С — .1 sin р 1 2

** Предполагается, что имеет непрерывную производную; случай, когда 
может быть также разобран.
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Прямая уО1р.1О есть изображение (14') на 
будем иметь *:

И = 0, bW, =

верхнем листе, вдоль нее

дх “I _  1 + sin р
дт) J — 2 COS рт]' (у) ’ (15)

где Цу) и т) (у) даны формулами (14').
Решая задачу Cauchy для уравнений (6), определим ж, у в треуголь

нике 1*01  Ни Ню и следовательно вдоль
Склеим оба листа плоскости ($, т]) вдоль отрезка характеристики рОіНіг
На нижнем листе строим кривую (12"), пересечения которой с ха

рактеристиками т] = const, проходящими через точки у.О1 и р.1О, дадут 
точки [л02 и [i13. Отрезку характеристики р.О1 |л02 соответствует на пло
скости (ж, у) одна точка М с координатами (0,0), поэтому вдоль р01у02 
полагаем

ж —0, у = 0. (16)
Решая задачу Goursat для уравненйіі (6) по значениям вдоль

и Hoi Ног, на нижнем листе определим х, у в прямоугольнике Ни Ню Нм> 
а следовательно и вдоль р-озр-и-

Вдоль уоа у13 имеет место
ж4-tg9y = 0. (16')

Решая смешанную задачу для уравнений (6), определяем в тре
угольнике Н02Н12Н13

ж = ж(^,т)), у = у(Цт)). (17)
Двулистная область, изображенная на фиг., Ь, может быть полу

чена перегибанием вокруг PoiPn области, изображенной на фиг., с. 
Поэтому построение решений на двух плоскостях, как это было прове
дено выше, можно выполнить в соответствующих треугольниках и 
прямоугольнике фиг., с**.

Обращая функции (17), будем иметь
$ = Цж,у), (18)

Нами доказано следующее предложение:

Функции (18) до линии разрыва - оо, соответствующей тре
щинам, однозначны.

Подставив значения (18) вдоль ММ13
Цж, — ctg 9 ж) = Ц (ж) т) (ж, — ctg 9 ж) = т]*  (ж) 

в (4), получим
а = а*  (ж), ср = (ж),

а вслед затем по формулам (9) определим:
&п — — ^nt (^)* (19)

Обобщим приведенное решение на случай наличия массовых сил 
(учитывается вес земли).

Характеристиками в этом случае будут а = const и р = const.
Рассматриваем теперь плоскость (а,р), как состоящую из двух 

листов, наложенных друг на друга. В выборе а и р существует изве
стный произвол, который нами будет использован.

На верхнем листе выберем аир так, чтобы вдоль ММ10 они 
совпадали с (14'):

а = а(у) = Цу), —у+р + «- (20>

* [ ] обозначают, что функция взята на линии pOiPio-
** Соответствующие точки обозначены на фиг., b и с одинаково.
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Изображение (20) на верхнем листе (а, р) совпадает с изображением 
(14') на (?,т]) (фиг., Ь), вдоль которой будем иметь

и=о, щ), и=-|+Р+т

2 sin С-4-^
Г^~|_ 1 + sinp Г дх Л _ І+sinp Г^'1_|_|_____ 4 Л (21)
[ да J 2 cos р g'(i/) ’ L^J 2cosprf(i/) ’ L да J COS p ctg p a'(у) ’f '

b
ЙЗ cospctg pa' (y) ’

Склеив оба листа вдоль отрезка р01Ни и пользуясь оставшимся 
произволом в выборе а, на нижнем листе можно достигнуть совпадения 
уравнения кривой р01р13 с (12"), т. е. того, чтобы p = F2(a).

Пересечения этой кривой с характеристиками р = const, проходящими 
через р01 и р10, дадут точки р02 и р13.

Вдоль отрезка р01 р02 характеристики р = т; (0) положим a = ?.
Таким образом

вдоль р011^о2 ж = 0, у — ^, S = a, (22)

вдоль р03р13 a; + tg9y=:0, g —Цу), f\ = F2(^). (22')

Все точки на плоскости (а,р) совпадают с соответствующими 
точками на плоскости (?, т]).

Поэтому, решая задачи Cauchy, Goursat и смешанную для урав
нений (5), в тех же областях, как и для случая отсутствия массовых 
сил, получим в треугольнике Р02Р12Р13

х = х^,^, у = у(л^), £ = Ца,^), 7] = 7](а,Р). (23)

Обратив первые две функции (23), будем иметь

а = а(ж,у), $ = Цх,у). (24)

Нами доказано следующее предложение:

_, D (а, 8)Функции (24) до линии разрыва —~==со, соответствующей тре-
и \х> У)

щинам, однозначны.
Все дальнейшие рассуждения остаются теми же.
Совершенно аналогично решается задача для случаев аЦу) < 0 и 

ох= const.
Если нагрузка состоит из нескольких участков, на каждом из кото

рых она изменяется монотонно, плоскости (В, ?]) и (а,р) будут много
листными, а остальные рассуждения аналогичны приведенным выше.

Для определения пассивного давления земли следует брать вместо 
(12") и (14') соответственно (12') и (14").

Изложенным в этой заметке способом могут быть даны решения 
ряда других задач теории давления земли.

Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило
Академия Наук СССР. 19 XII 1938.
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