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МАТЕМАТИКА

А. МАРКОВ

О СУЩЕСТВОВАНИИ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИНВАРИАНТА
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 XI 19-37)

1. Пусть Е—произвольное множество; —аддитивное семейство Ц) 
подмножеств множества Е. Элементы семейства ЗЛ будем называть 
измеримыми множествами.

Пусть р—конечная неотрицательная вполне аддитивная функция (Ц 
измеримого множества. Число р(А) мы будем называть мерой мно­
жества А. Мере р соответствуют понятия суммируемой функции 
и неопределенного интегра л а (1).

Пусть Г—абелевд множество (2) отображений множества Е в самого 
себя такое, что ф-ЦА)^^, коль скоро АбЖ и ф^Г. Под инте­
гральным инвариантом относительно Г мы будем понимать не­
определенный интеграл от неотрицательной суммируемой функции f, 
удовлетворяющей условиям:

(р) J/(ж)^ = (р) f^dx. (Ag^, ф€Г); (1)
A <p-'(A)

P^(/W = 0)Y=0. (2)

2. Настоящая заметка посвящена проблеме существования интеграль­
ного инварианта. Частный случай этой проблемы, когда Г состоит из 
одного взаимно однозначного отображения, рассматривался Е. НорГом(3), 
установившим некоторое, довольно сложное, необходимое и достаточное 
условие существования интегрального инварианта. Еще раньше G. D. 
Birkhoff и Р. A. Smith, рассматривая этот же случай, получили очень 
простое достаточное условие, которое однако не является необходимым (4).

Целью настоящей заметки является установление простого необхо­
димого и достаточного условия существования интегрального инварианта.

3. Множество, состоящее из тождественного отображения множества Е 
и всех конечных произведений элементов Г, будем обозначать сим- . 
волом [Г].

Теорема. Для существования интегрального инварианта относи­
тельно Г необходимо и достаточно, чтобы при всяком £ > 0 с 
вало 8>0 такое, что р(ф~*(А))<£ при любом ф£[I 
р(А)<8, и что р (В) < е, коль скоро В и для нек 
соблюдается неравенство р(ф-1(В))<8.

Наметим доказательство этого результата.

      



4. Необходимость. Допустим, что существует интегральный 
инвариант

[л* (Л) = (р.) / (г) dx (А ЕЎЛ). (3)
А

Тогда, как известно (^, р.* является конечной неотрицательной вполне 
аддитивной функцией измеримого множества. Из равенства (2) следует, 
что р* (Л) = б тогда и только тогда, когда р (Л) = 0. Согласно теореме 
Radon’a-Nikodym’a (т) отсюда следует, что функция р представима под 
ипдом

р(Л) = (р*) f* (ж) dx (Ж Ж), [(4)
А ___________

где f*—неотрицательная функция, суммируемая по мере р*.
Возьмем произвольное £ > 0. Из равенства (4) следует существование 

7) > 0 такого, что р (Л) < £, коль скоро р* (Л) < тр Из равенства (3) 
следует существование В > 6 такого, что р* (Л) < 7), коль скоро р (Л)< о. 
Пользуясь условием (1), которое переписывается под видом

р* (Л) = р*(ф-ДЛ)) (Лт ф€[Г]), (5)
нетрудно убедиться, что 8 обладает требуемыми свойствами.

5. Достаточность. При фиксированном ф £ [Г] мы можем рас­
сматривать произведение фХ как фунцию переменной X £ [Г]. Эту опре­
деляемую отображением ф функцию будем обозначать через ф, полагая 

Ф(Х) = фХ (Фет, хе [Г]).
Обозначим через Г множество всех ф, соответствующих ф £ [Г]. Г является 
.абелевым множеством отображений множества [Г] в самого себя.

Мы можем поэтому применить к Г теорему существования инвариант­
ных средних, содержащуюся в моей предыдущей заметке (2). Согласно 
этой теореме существует функционал М от определенной в [Г] перемен­
ной вещественной ограниченной функции, удовлетворяющий условиям:

М (g + h) = >(g) + M^h); (6)
M(g)^0, если g(ф)>O при всяком ф £ [Г]; (7)
M(g) = 1, если g (ф) = 1 при всяком ф £ [Г]; (8)

= (ф€[П). (9)
Здесь g и Ж-произвольные вещественные ограниченные функции, 
определенные в [Г].

Введем обозначение
?а(Ф) = Н(Г1М» (Л ЕЖ, ф€[Г]),

определяя таким образом некоторую, зависящую от измеримого множе­
ства Л, вещественную неотрицательную функцию gA элемента множе­
ства [Г]. Эта функция ограничена, так как Е£Ж и р (В) < р (Е) при 
любом ВСЖ- Следовательно функция gA допустима в качестве аргу­
мента функционала М. Положим

p*(A)=M(gA), (Ю)
определяя этим равенством вещественную функцию р* измеримого 
множества.

Из свойств (6), (7), (8) функционала М следует, что
inf g < M(g) < sup g, (И) 
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откуда в силу неотрицательности всякой функции gA следует, что функ­
ция р* неотрицательна.

Пусть Л^ЗЯ, B£%R, АоВ = А. При всяком ср б [Г] имеем 
ф-ДЛ) гл ф~Ц5) = А, откуда р (ф~ДЛ о В)) = р (ф“ДЛ) о ^(В)) = 
= р(ф-ДЛ)) + р (ср-1 (5)) , т. е. gA^B = ёл + ёв- В силу равенств (6) и 
(10) это дает

р*(л^5) = р*(Л) +р*(В) (Лезя, везя, Л гл в = Л). (12)
Допустим теперь, что выполнено условие, достаточность которого 

мы хотим доказать, и покажем, что тогда р* является интегральным 
инвариантом относительно Г. Возьмем произвольное е > 0 и выберем 
В>0 таким образой, чтобы неравенство р (ср-1 (Л)) < £ соблюдалось 
при всяком ср б [Г], коль скоро р (Л) < 8. Тогда при р (Л) < 8 имеем 
supgA^e, откуда согласно (10) и (11) р* (Л) С £. Таким образом при 
всяком £ > 0 существует 8 > 0 такое, что р* (Л) < £, коль скоро 
р (Л) < 8. Отсюда следует, что р*(Л) = 0, коль скоро р(Л) = 0.

Рассмотрим процзвольную последовательность { Л, }ьД элементов 
множества ЗЯ такую, что Ai Aj = А при іф]. В силу полной адди­
тивности функции р имеем:

lim р ( g Ai j = 0, 
n->co г=п+1

откуда согласно только что доказанному

limp* ( g лЛ=0. 
п-»оо ' г=п+1

В силу (12) это дает 
п п

р* f g Ai) =^р*(Л0 + р* ( S Л;) = 2р*(^г)- 
v 1=1 У 4=1 4 г="+1 7 4=1

Таким образом функция р* вполне аддитивна. Так как эта функция 
неотрицательна и р* (Л) = 0, коль скоро р (Л) = 0, то по теореме 
Radon’a-Nikodym’a существует неотрицательная суммируемая функция /, 
удовлетворяющая равенству (3).

Возьмем £ > 0 и выберем 8 > 0 таким образом, чтобы неравенство 
р (Л) < £ соблюдалось, коль скоро Л^ЗЯ и р(ф-ДЛ))<8 для какого- 
нибудь ф€[Г]. Тогда при р(Л)^£ имеем inf gA 8, откуда согласно 
(10) и (11) р* (Л) 5s 8. Таким образом при всяком £ > 0 существует 
8 > 0 такое, что р (Л) < £, коль скоро р* (Л) < 8. Следовательно р (Л) = 0, 
коль скоро р* (Л) = 0. В силу соотношения (3) это дает равенство (2). 
Остается проверить соблюдение условия (1).

При произвольных ЛЕЗЯ, ? € [Г], X С [Г] имеем g¥-'(A) (X) = 
= р (Х-Дф-ДЛ))) = р ((фХ)-ДЛ) ) =gA (ф^Х)) = (gA^iy)- Таким образом

g<t-4A) = gA^ (лезя, фе[П),

откуда согласно (9) и (10) получаем равенство (5). В силу (5) и (3) 
выполнено условие (1), что требовалось доказать.

6. В особенно важном для приложений случае, когда Г является 
абелевой группой взаимно однозначных отображений множества Е на 
самого себя, наше условие существования интегрального инварианта 
может быть еще упрощено. Как следствие из доказанной теоремы полу­
чаем предложение:
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Если Г является абелевой группой взаимно однозначных отображений 
множества Е на самого себя, то для существования интегрального ин­
варианта относительно Г необходимо и достаточно, чтобы при всяком 
г О существовало 8 > О такое, что ц (ф (Л)) < г при всяком ф £Г, коль 
скоро и. (Л) < 8.
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