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МАТЕМАТИКА

И. АХИЕЗЕР

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ОДНОГО КЛАССА НЕПРЕРЫВНЫХ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 XI 19М )

Пусть даны два дифференциальных оператора:

L = (D2 + ах) (D2 + а2) ... (D2 + аг),
М = D (IE + 04) (D2 + а2) ... (D* + аг),

где D = а а1; а2, ... , аг суть вещественные числа, которые мы для 
простоты предположим различными, а в случае оператора М также 
отличными от нуля.

Пусть далее Hl (соответственно Нм) есть класс всех надлежащее 
число раз дифференцируемых комплекснозначных функций ж (I) с пе
риодом 2тс, для которых / (t) = L[x] (соответственно g (t) = М [ж]) остается 
почти всюду по модулю < 1.

Если ^т[ж] есть обычное обозначение для погрешности наилучшего 
равномерного приближения ж(і) с помощью тригонометрических сумм 
порядка < т, то имеет место следующая

Теорема. Если выполнено неравенство

п2 > Мах { 04, а2, . .. , а.г } ,
то

= SUP = X El J,

2sin2^S
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где
® (’) = (z — ах) (z — а2) . . . (z — аг),
£2(z) = (z —a0)(z —ах) ... (z —ar) (ao = O),

а числа Е^, Ck определяются с помощью разложений (^:
ОО 

^2^+1

ОО
1 X? .

COS Z ~ E2h
k=0 ' '

(Eh — суть числа Эйлера).
Экстремальное равенство [ж] = {HL} , где х (I) (Z EL (соот

ветственно равенств, М = £п-1 {Нм} , где y[t)(~HM), выпол
няется тогда и только тогда, когда L\x] {соответственно M[w]) почти 
всюду равняется функции е™ sign (sin п {t —■ 8)), где и, & —естествен
ные константы.

Доказательство. Пусть х (і) < * тогда

Ж (£) — S«—i {t) 4-
г. Т со

( — 1)Г Г / У 1 у (— 1)* cos Ла 
m .) к2 — а,

О 7=1 ' )’k=n з
— 2 Ak cos ки] {/ (t + тс — и) 4- 

й=0

4~ / (t 4~ it -J- и) } du,

где / (t) Л[ж], Ак {к — 0, 1, .. . , п—1)—произвольные вещественные
числа, а sn_[(t)— зависящая от чисел Ак тригонометрическая сумма по
рядка < п — 1. Теперь все сводится к доказательству того, что выражение

г ОО - п-1

? (“) = 2 2 ( у - - 2 А*cos ки
J=1 J k=n 1 k=o

при и2 > max {ax, a2, ... , ar} имеет в интервале 0 < и < я всегда не 
более п нулей.

Для этого служат разложения (— тс < и < я):
СО

"К1 ( — 1)* cos ки_  1 тс cos ци
Л2 — ц2 — 2ц2 2ц sin цтс ’

cos [ли = 1 —sin у J 4- ОуЛ.) (^2 sin —

где [Л есть произвольное вещественное или чисто мнимое число (в пер
вом разложении должны быть вначале исключены целые значения п).

На основании этих разложений
in-1

У 1 sin2fe
^(2Л —1)1! к Ь1П
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и если принять за независимую переменную sin2-^, то достаточно по
казать, что все

г

= 2------ -----------
m=fe

при к2 п2 > max { а1; а2, ... , аг } имеют один и тот же знак. Но Qk 
равняется значению (г — 1)-ой производной от

1 1

в некоторой точке лежащей между наибольшим и наименьшим из
чисел а1; а2, ... , аг, так что < и2, откуда легко заключить, что 
Qk > 0 (к^п), что и требовалось доказать.

Аналогичные соотношения имеют место для оператора М.
Экстремальная функция sign (sin ni) остается та же самая и тогда, 

когда характеристические полиномы m(z), kl(z) имеют кратные корни, 
и в предельном случае мы получим оценки Фавара (2), независимо от 
него найденные М. Крейном и автором.

Институт математики и механики. 
Харьковский университет. Поступило!
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* Заметим, что из нашего доказательства вытекает следующий факт- при йене 
лом л(0<Я<п) уравнение ’

cos Хи + а0 + at cos и + . . . + оп_г cos (п — 1) и = О 
имеет в интервале 0 < и < п всегда не более п нулей.
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