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МАТЕМАТИКА

А. ГЕЛЬФОНД

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ НЕРАВЕНСТВА МИНКОВСКОГО

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 1 XI 1937)

Я имею в виду дать в этой заметке обобщение одной, хорошо из­
вестной теоремы Минковского.

Всегда можно решить в целых числах я^, х2, . . . , хп систему 
неравенств:

v = l,2, ..., п, гд2 ... tn = b, (1)
п

где a А = | av> > О— детерминант системы линейных
4=1

форм.
Для обобщения этой теоремы Минковского я воспользуюсь одной 

весьма интересной формулой, полученной С. Siegel’ем:

^'ГЖ-ІМ =
V=1

~8іпп(А^1У1+ ... +A^nyn) 
_ п (Av> ! уг + ... + пуп) t (2)— (Ч •• • ^п)2 2

УіУ, ■■■ Vn^-™

д = I ц і” > о,

где — коэффициенты обратного преобразования, а сумма слева 
взята по всем целочисленным решениям х2, . . ., хп системы нера­
венств | , v = 1, 2, . .. , п.

С. Siegel использует эту формулу для доказательства рассматривае­
мой теоремы Минковского. Уточняя доказательство Siegel’n, можно 
получить теорему, несколько более общую, чем теорема Минковского.

Обозначим через t2, • tn) число решений (без одного 0, 0, ..., 0) 
в целых числах х^, ж2, ..., хп системы неравенств:

п
j Сч | I» , 4*^4 ’ = ’ 2? • • • > У (^)

|1«=1
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а через £2(z1;z2, ...,zn) число решений (без одного 0, 0, 0) в целых
числах ух, у2, уп системы неравенств:

71
I 'N I < = , v= 1, 2, л, (4)

н.=і
где числа v—коэффициенты преобразования

71
= 2 А- ' 1 < Р < п,

№1
обратного по отношению к преобразованию

п
Sv — 2 av, цЖц, 1 < v < и.

н=1
В этих обозначениях имеет место неравенство:

А [1 + со (г15 і2, ... , гп)]>

>h - 41 + WQ(p Г’ (5)

где Л—любое число 0 < Л < 1, а Д = | av, ц |" > 0.
Неравенство это получается непосредственно из формулы (2), если 

во всех произведениях в левой части отбросить v = l, 2, . . ., п, 
а в правой части отбросить все члены, за исключением тех, для кото­
рых выполняются одновременно неравенства (4) при

Я Л Л .% —■ , z2 — , . . ., zn — —
Г1 ‘2 ‘п

Из неравенства (5) следует обобщенная теорема Минковского.
Т е о р ем а. Существует система целых чисел хг, х2, . . ., хп , в сово­

купности отличных от нуля, удовлетворяющих системе неравенств:
п

V = 1, 2, . . ., П,
Ц=1 ■ <6>

(W
имеют установленныйгде величины Д,*Л и £2 = £2 ( — , — , . .—

Чг1 г2 *п
выше смысл.

Неравенство (5), дающее связь между числом решений неравенств 
(3) и (4), представляет некоторый интерес хотя бы потому, что из него 
непосредственно вытекает ряд теорем диофантовых приближений, на­
пример теорема, доказанная А. Хинчиным:

Если существует бесчисленное множество систем целых чисел 
х2, ..., Жп+1, удовлетворяющих при постоянных с1 > 0 и г>0 нера­
венству:

п
+ ^п+і 

k=l
< cJI~, H = max |жй|, 

l<k < п+1
(7)

то существует также бесчисленное множество систем целых чисел q, 
рг, р2, рп , удовлетворяющих при некотором постоянном с2 > 0 и 
прежнем г совокупности неравенств:

I л п + е
ал_ п’.+ еЩ-!); к=Л,2,...,П. (8)
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Для доказательства этой теоремы положим

= Ху + хмп+і, v = l, п, En+i=Xn+i; (9)

t1 = t2= ... —tn = t0, tn+l = T, t0 = C2T n’+Hn-tj,

Тогда ,мы будем иметь, что Д = 1, и далее, что

Сц '&цЕп+Ь ^n + l — Sn+l- (^О)

Пусть при данном Н выполняется неравенство (7). Полагая тогда 
п2 + е (я-1) n!+e(n—1)

^ = (2^) п+л Н " , (И)

мы легко убеждаемся в выполнении при достаточно большом с2, не 
зависящем от Н, всех условий нашей предыдущей теоремы. Действи­
тельно, число L1 , — , . в данном случае есть число решений
в целых числах неравенств: 

п
I У' I < ’ i = l, 2, ... п, i 2 Ук + у п+1 \<^- (12)

к=1 1

Но если неравенство (7) выполнено, то простой подсчет показывает, 
что так как решение неравенства (7) есть также решение неравенств 
(12) и кроме того неравенству (12) удовлетворяют числа, кратные чис­
лам этого решения, то число 12 при нашем выборе чисел t0 и Т будет 
при достаточно большом с больше, чем

|сГЦ2с2)-" 71^+^ТГ, са = с2(Л, сх, g). (13)

Отсюда уже непосредственно следует доказываемая теорема.
Этим же приемом можно доказать теорему А. Хинчина и в обрат­

ном направлении. Вообще говоря, наше обобщение теоремы Минков­
ского представляет интерес в том случае, когда удастся найти или 
оценить снизу число 12 Г— ..... -Д

Mi tn/
Поступило
1 XI 1937.
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