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ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СФЕРЫ, НАПОЛНЕННОЙ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТЬЮ

И. А. СЛЕЗКИН

(Представлено академиком С. А. Чаплыгиным 26 XII 1936}

До сих пор рассматривалось вращение сферы с вязкой жидкостью 
либо под действием восстанавливающего момента (Гельмгольц, Любек, 
Жуковский и др.), либо под действием постоянного момента, либо с по
стоянной угловой скоростью. В настоящей заметке мы предлагаем реше
ние задачи в том случае, когда кроме восстанавливающего момента дей
ствует момент внешнего сопротивления и возмущающий периодический 
момент. Мы применяем тот метод решения, о котором указали в нашей 
заметке (г).

Предположим, что сфера, заполненная вязкой жидкостью, вращается 
вокруг одного из своих диаметров под действием пары с моментом

N(t, у, £2) = С + A cos mt—аср— ^£2, (1)

где С, А, а и р—положительные постоянные, т—частота возмущаю
щего момента, ср—угол вращения и £2—угловая скорость сферы. Если 
пренебрегать квадратичными членами инерции, то проблема определения 
движения самой сферы приводится к интеграции двух уравнений:

(3) 
при условиях:

на границе р = a, w = Q,(t), (4)
<о = 0 для момента t = 0. (5)

Как известно, решение задачи о вращении рассматриваемой сферы 
с постоянной угловой скоростью, равной единице, и при нулевых на
чальных условиях может быть представлено в следующей форме:

«1 (Р, О = 1 + ЧЧ У e~'"v ’ (6) 
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где суммирование производится по всем положительным корням урав
нения:

Л/ДсА^) = 0.

Применяя метод Римана (2), при переменном вращении сферы можно 
получить для со следующее выражение:

t

со (р, t) — £2^ (р, 0 + j £2' (А <ох (р, I — х) dx. 
о

Легко проверить, что ф и Q в (1) могут быть заменены через

t
? — фо + г £У (я) U — ж) dx,

о t 
£2 = £20 -f- J £2' (ж) dx. 

о

(?)

(8)

Пользуясь выражениями (3), (1), (8), (7) и (6), получим следующее 
интегральное уравнение Вольтерра для определения углового ускоре
ния сферы:

t
£2'(2) = /(f)— Li'(х) K (t— х) dx, (9)

о 
тде

/(0 — у + ^fos mt — V е-^** j , (10)
s=c

К (t —х) = у- I р 4- о. (t — х) 4- д-тсрл3 V I . (11)
й=1

Уравнение (9) принадлежит к типу интегральных уравнений, кото
рые решаются тремя квадратурами с помощью преобразования Лап
ласа (3). Положим:

F(s)= j e~8tf(t)dt = ) +
о

. As 16 о , . V 1 Я I А Ox“Fi—I—2—o’ —-—— (12)s2 4- m? 3 r u •«art 5 + J ’ x '
k=i

00 oo

L (S) _ J к (T) Л _ I [ 1 + I + V -2-^] . (13)
0 fc=l

Помножая уравнение (9) на e~stdt и интегрируя от 0 до оо, получим:
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Отсюда с помощью обращения преобразования Лапласа получим:
G-И ОО

(14)
С — 1ОО

Полюсами функции F(s)
1 + F (s) являются s = ± mi и корни уравнения

= 0. (15)
k=l

Легко видеть, что действительные корни уравнения (15) и действи
тельные части комплексных корней отрицательны. Если s = d -|- іЗ есть 
комплексный корень (15), то из (15) можно получить следующее
неравенство

d2 + О'
1^1

которое уже указывает на то, что комплексных корней уравнение (15) 
допускает ограниченное число. Если оборвать сумму в (15) на каком-то 
чшдексе I, то полученная рациональная функция не может иметь больше
двух комплексных корней. Воспользуемся разложением:

где

и положим

тогда

J*/, № _ £ 1 ■ о "V 1 
~ 2 ж2 хг — ’

’ - m =1

Jз/, ($т) — 0,

1_ _ \
Ж2 xJ>Jt(x)y

При этом уравнение (15) преобразуется в уравнение:

^з/Дж) [Jv2x4 — + 4up.va5T2 ф- aa4}— у irp-va^V»/, (ж) = 0. (16)

Применяя теорему Вейерштрасса о приближении функций и теорему 
Руше о корнях непревосходящей функции внутри контура, можно пока
зать, что уравнение (16) допускает не более четырех комплексных 
корней.

Функцию F И
І + L (s)

можно представить в виде отношения двух целых

четных функций Это отношение мы разлагаем на простые дроби:

/ +- + 4 +S 1 s£
16 з X? -7^2, 1

s + VZ^

^2 (Ж) ’

а 
к

Fi(x) = 2 V F1 (Хь) хк
F3(x) ^Fl{xh) x2—xl 

fe = l

Доклады Акад. Наук СССР, 19 37, т. XIV. № 6
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Пользуясь уравнением (16) и рекуррентными формулами, мы можем 
освободить от функций Бесселя. Так как

<з-1-гоо

1 С pis dS - etS':

О —too

то для углового ускорения получим следующее выражение:
16 - '(-Г4

О'(z) =—~ tt[xv3«3 2е ° 
h=l

4 [ajw; + «м2 - саг - ]____ 2___

[ТУ2^—Зп^УаМ—<ха4+ $ П|луА?

действительная часть+ ^mit __________ _ ____________ —-------
т 3Z а 16 1
I — ‘------ л + -7г 1W3 z  ;—тТ т т2 3 im 4-

где Xk есть корень уравнения (16), a \k — корень уравнения

Л/г (аЛй) = 0.
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