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ОБ ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ ЗАДАЧИ РИМАНА 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым 2 JT 1937)

Обозначим через и W2 две произвольные матрицы порядка пг 
элементами которых служат комплексные числа. Пусть еще Y (ж)—мат­
рица того же порядка п, зависящая от независимой комплексной пере­
менной х. Обозначим через 4% [ ж) матрицу Y (ж), определенную
следующими условиями:

1) Y (х) есть аналитическая функция от х, особенностями которой 
являются точки «1; а2, оо;

2) разрезая плоскость х по двум купюрам, идущим из и а2 на оо,. 
не пересекающимся друг с другом и не проходящим через точку Ь, мы 
получаем однозначную ветвь функции Y (х), которая в точке х = b обра­
щается в единичную матрицу / и для которой в окрестности особых 
точек а2, оо имеют место представления:

Y (х) = (ж — «i)W1 Ух (х),
Y (ж) = (ж — a2)w* Y2(x),

Y =

где Ух(ж), Y2(x), Усо(ж)и обратные матрицы У1(ж)~1, У2(ж)-1, Ут(ж)~1 
остаются голоморфными функциями от ж соответственно в окрестности 
особых точек а2, оо. В том случае, когда условие Y (b) — 1 заме­
няется условием, что в окрестности точки ж - аг имеет место предста­
вление вида:

У (ж) = (ж — a1)W1 Уі (ж),
причем матрицы Ух (ж) и У1(ж)-1 голоморфны в точке ж = аг и обра­
щаются в этой точке в единичную матрицу Т, мы будем обозначать 
матрицу У (ж) через 1 ж).

Аналогичное значение имеет 1 1 ж).
Введем теперь следующее обозначение:

[W1W2] = W1W2 — W2WV

Предметом настоящей заметки является отыскание функций 
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в том частном случае, когда матрицы Wr и ТУ2 удовлетворяют следую­
щим двум условиям:

[W, [ЖХЖ2]] = О, [W2 [ЖХЖ2]] = 0. (1)

Эта задача представляет очевидно очень частный случай задачи 
Римана.

Заметим прежде всего, что если матрицы Wr и W2 удовлетворяют 
условиям (1), то имеет место следующее соотношение

/ (^х) ж2 = W2 / (Жх) + [W.W2] /' (Жх),
где /(WJ есть аналитическая функция от матрицы Жх; отметим далее 
формулы:

ew, ew. — ewa ew, e[W, WJ

giv, gW, — g 2

Чтобы доказать последнее соотношение, можно например рассмот­
реть две функции: 

принимающие при а. = 0 одинаковое значение ew« и удовлетворяющие 
одинаковому дифференциальному уравнению

^ = ЖХФ, ~ = WXT; 
Ла 1 ах 1 7

очевидно поэтому, что функции Ф (а.) и ’F (а) тождественны.
Отметим еще следующую формулу

A gWjaCx) + щгь(х) + пу.вдх) =
dx

= W^x) + { W, £ + W. + + 4 b g -L a § }

Введем наконец обозначение:

т , x f dx q x — a Lb^, a)=
b

Нетрудно теперь видеть, что функция

’ G1 с а /

W^x, a^+WMx, a,)+PV1W!] 

= e

х
Ly(x, a^L^x, a2)~Li(a2, a^L^x, 

b

■^аг ($> аг) 
х-а^

удовлетворяет всем поставленным условиям.
Вычисление показывает при этом, что для ветви функции

получающейся при продолжении в область слева от купюры (at, 
будет

- W2 + ui [И^],
а для ветви, получающейся при продолжении в область справа от 
купюры,

этой

= — Wr — W2 — ui [TF^].
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Матрица 1 х), которая отличается от матрицы ’Fb
только постоянным матричным множителем С справа, может 
ставлена в следующем виде:

W2 I
Й1 Я2 I 

быть пред-

X
W,La(x, Wt] < Ig^-aJL (x, a,) + f - “■ (*’ dx 

l inz 1 ' x~ai= (x— «1

Аналогично имеем:

■ м^н-
X

W.L^x, a^+lWtW,] / ig(ai_as)L0! (*> ai) + f °*1’ dx
= (x~a2^e £

Матрица ’Fb (ж) удовлетворяет дифференциальному уравнению Гаусса:

= Ть ,dx уж—аг х — а2у ’
где

= ^ + [ir\IF2]Lb (Я1, а2), 
U2 = W2-[W1W2]Lb(a2, й1).

Точно такому же уравнению удовлетворяют матрицы 01(а:) и Я2 (ж), 
причем для матрицы (ж) матрицы Ux и U2 имеют значения:

а для матрицы В2 (ж) значения:
U, = W, + [W.W,] 1g (Й1 - a2l U2 = W2.
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