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МАТЕМАТИКА

Н. И. АХИЕЗЕР и Б. М. ЛЕВИТАН

ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИИ НЕРАВЕНСТВА Г. БОРА и Ж. ФАВАРА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 4 II 1931)

Неравенство, о котором идет речь, гласит: 
Если периодическая (комплексная) функция

/ (ж) = (ай cos Ах + sin (n > 1)
fe=n

имеет интегрируемую производную порядка г>1, удовлетворяю­
щую неравенству

ДМ (ж)|<А/, 

то 
4 М

где

= 1---- -J- ---- ... < 1,

если г — число четное, и

1Z _  л i__ 1____ I__ ___ I <- ^2г — 1 г 3г+1 т 5ги Т •----- 8 >

если г — число нечетное.
Частные случаи этого, принадлежащего Ж. Фавару (г), предложения, 

были найдены Г. Бором (2) и Ж. Фаваром (3) {г = 1, п>1) и С. Н. Берн­
штейном (4) (r^i, n = l).

В настоящей заметке мы хотим показать, что из предложения 
Ж. Фавара непосредственно вытекает и притом в усовершенствованной 
форме основная теорема Джэксона (5) о приближении дифференцируе­
мых периодических функций тригонометрическими полиномами.
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Возьмем какое-нибудь число О из интервала 0 < 9 < 1 и положим

?(— и) = ф(«)-

(1 — 0)' cos 0 c°sT
8 \1) nt* ч

1 при 0 < и < 1 — 0,

?(“) = ' у (1 — «) при 1 — 0 < и < 1,

0 при и>1,

Тогда, если f(x) есть интегрируемая (комплексная) функция с пе­
риодом 2тс и

ОО

f 2 ckeihx’
k = — ОО

ТО ‘

Если при этом
\f(x)\<M,

ТО
со

|ап {/; J|g(OI^ =
о

С I • (2 — 6) 'II- ' I
= 81П 26 1 dt < (2 + 4 log М. (1)

О

Те о р ем а. Если периодическая функция /(ж) имеет интегрируемую 
производную ^{х} и если

то
А + В log у

I/M-3,, {/;(,} |< (2)

где А, В — абсолютные константы, причем

А < — Kr <-s-u, В<—-Лг<1.

Предварительное замечание. Это предложение отличается 
от теоремы Джэксона тем, что фигурирующий в нем аппроксимирую­
щий тригонометрический полином 0} не зависит от числа произ­
водных, которые f(x) имеет *.

* Отметим также простоту построения полинома ая {/; 9|, который является 
легкой модификацией суммы Л. Дрейера ои(«) = ои{/; 1}-
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Доказательство. Из условия теоремы и (1) следует, что

I w - an {/W; 0}| < мт + <2 + A log 1)

А так как
/«(х) —0}^ 2 р— ?Gj} Ск(1к)ге^+ V ckW eihx, 

m + КI h I <n I k I >n
где m = [n(l—6], то в силу неравенства Ж. Фавара

|Щ) - 9} | < А*.(з + -1 logl)<

, 4 „ С о , 2 , 1 \ 1 М г— Кг 3 + я log fJ ? (1 _ пГ ■

Известный прием Джэксона (7) позволяет доказать, что при наличии, 
у производной /<г> (х) модуля непрерывности юг (8) имеет место нера­
венство

A'+Bzlog-|- 
^WrG)’ (3)

где A', В' —абсолютные константы, причем

л^(2+^а, в'<2+4>
Заметим, что наши оценки остаются в силе и тогда, когда 0 зависит 

от п. Полагая 0 = —, мы найдем, что

°п И = "-1 = 2Cheikx
|й|<п

есть отрезок ряда Фурье функции f(x).
В этом случае неравенства (2), (3) принимают вид:

|/(ж)—(ж)|<(А+Blogn)-j-^^ I
(л > 1),

/(г)—sn_! (х)\<(А' +В' logп){п (0 J

что в существенном совпадает с известными оценками остатка ряда 
Фурье дифференцируемой функции.

Заметим далее, что аналогичная модификация других методов сум­
мирования рядов Фурье приводит к тем же результатам.

В качестве примера укажем метод Чезаро-Риша любого положитель­
ного порядка р.

Полагая здесь
1 при 0 < и < 1 — 6,

= \ (1 — м)р при 1—0<ц<1,
О при и>1,
?(—«) = ф(«)
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и строя ап{/; О} с помощью новой функции ф(и), мы получим нера­
венства (2), (3), где константы А, В, А', В' зависят только от р, при­
чем грубый подсчет показывает^ что

Л < 15 + 21111 + 1,1 + 21'” в<1.

в'<2+і)е-
Математический институт Поступило

Харьковского государственного университета. 4 II 1937.
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