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Рассмотрим некоторую область, ограниченную контуром у. Пусть 
эта область, для которой решается задача Дирихле, покрыта сеткой. 
На сетке намечаем замкнутую ломаную у', идущую по линиям сетки 
и, как можно лучше, подходящую к контуру у. Среди всевозможных 
видов сетки предпочтительнее пользоваться квадратными, ибо с помощью 
квадратных сеток, вообще говоря, наипростейшим образом осущест­
вляется построение контура у', аппроксимирующего у.

Отметим, что если для решения уравнения

пользоваться: квадратной сеткой и соотношением Рунге (1), то степень 
точности сеток решения равна: h2 (h—длина стороны клеточки), тре­
угольной сеткой и соотношением С. А. Гершгорина (2), то степень точ­
ности равна Л4, квадратной сеткой и установленным нами соотно­
шением (3), то степень точности равна Л4.

В этой статье даются новые соотношения между значениями и 
в вершинах квадратной сетки и доказывается, что эти соотношения 
доставляют значения и с точностью порядка Л6.

Пусть и — функция от переменных х и у. Пусть uh обозначает зна­
чение и в точке сетки (х^, у^). Мы имеем: 

„ _  4 [«! + М2 + U, + U4] + [и5 + + и7 -Ь м8]Un — ----------------------------- хт----------------------------------

„ 4 [мх + m2 + ms 4- M4] -|- [m5 4- m8 4- m, 4- u8]
Uo  --------------------------- 20
h2 Г “1 b6400 [ A U° + Uk J 50^° 2400 A3^0’ (2)

k
где u0 = и (x0 y0), ut, u2, u3, обозначают значения и (ж, у) в точках, 
отстоящих на h по горизонтали и вертикали от (ж0, у0); u5, ue, и7, и& — 
значения и (ж, у) в вершинах квадрата с центром в точке (ж0, у0) со 
стороной размера 2Л; УДиі и обозначают соответственно сумму 
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всевозможных значений Ди в серединах сторон и в вершинах рассмо­
тренного квадрата и наконец Asu0 сокращенно обозначает значение 
символического выражения:

Г д* , 33A(s) .
и^,У) (s = 2,3)

в точке с координатами х0, у0.
Стороны квадрата предполагаются параллельными координатными 

осями. Остаточные члены формул (1) и (2) восьмого порядка малости 
относительно h.

В самом деле, вычисление показывает, что
4 [uj + u2 + u3 -|- u4] + [u5 -|- ue +■ u7 + u8 ] = 20 u0 + 6/t2Au0 +

2 ° €о[<^л* дг*дуа + dx*dy* dy° J + (

h2 2 = 4Л2Ди0 + Г+ + Й1 + О (h% (4)
, 12L&S <Щду2 \ \ >

h2 Au^ = ih2Su0 2Л4Д2и0 -f-
. Л’ГЗ’и 7 № 6’u poul . n.,8. ...+ 6 L at? + 7 + 7 + dyJ + 0 (5)

Умножая обе части соотношения (3) на 5 и складывая полученный 
результат с (4), находим формулу (1).

Умножая обе части соотношения (3) на 20 и вычитая из получен­
ного результата (5), находим формулу (2).

Чтобы найти интеграл уравнения Пуассона, принимающий в ^злах 
сетки, расположенных на у', заданные значения, следует решить п ли­
нейных алгебраических уравнений вида (1) или (2) с п неизвестными, 
где и— число внутренних узлов сетки.

Если контур у заключить внутри замкнутой алгебраической кривой 
«> = 0, где

® = йи«2 + 2яі2ал/ + а22у2 + 2«^ + 2а2у + а3,
возможно ближе примыкающей к у, то вычисление, аналогичное тому, 
какое мы проделали в работе «Численное интегрирование дифферен­
циальных уравнений с частными производными» (3), показывает, что 
например формуле (1) соответствует оценка:

1 f I < Z 4- 193 М-ах
1 151 200 |au + «M| ’

где h — сторона клеточки сетки, $ — погрешность сетки решения, 7) — 
точная верхняя граница абсолютных значений погрешности и в гранич­
ных точках сетки, М8 — наибольшее значение абсолютных величин 
частных производных восьмого порядка от и в области, ограниченной у, 
а Iы |тах — наибольшее значение ш | в области, ограниченной кривой 
о> = 0.

Наконец исключением из уравнений (3) и (4) или (3) и (5) Л4Д2и0 
получаются формулы, применение которых не требует дифференциро­
вания функции ф (ж, у). Остаточные члены этих формул шестого порядка 
малости относительно h.
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