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МАТЕМАТИКА

Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ

О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
д2и . д2и | д2и 
дх2 ' ЛД + 3? ср (ж, у, Z).

(Представлено академиком А. Н. Крыловым 16 XII 1936)

Пусть ищется функция и (ж, у, z), которая в области D, ограничен
ной замкнутой поверхностью S, удовлетворяет дифференциальному ура
внению:

. , . Г . __  д2, д2 д2\Ли = у(х, у, z) + —+ —

а на поверхности S условию u = f(x, у, z).
Для численного решения данного уравнения строим кубическую 

сетку. Пусть ребра кубиков сетки параллельны координатным осям.
Образуем замкнутую поверхность S', следуя граням кубиков сетки, 

как можно лучше подходящей к поверхности 5.
Рассмотрим кубик с центром в точке с координатами х0, у0, z0. Через 

центр кубика проведем секущую плоскость перпендикулярно оси Oz. 
В сечении получим квадрат с центром в точке («0, у0, z0).

Квадрат кубика с центром в точке (ж0, у0, z0 + h) будем называть 
первым квадратом, с центром в точке (х0, у0, z0)— вторым и наконец 
с центром в точке (ж0, у0, z0 —- h) — третьим квадратом. Величина сторон 
названных квадратов равна 2h.

Пусть обозначает значение и в узле сетки с координатами х^, 
Ук 1 zk •

В этой статье даются новые формулы:
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где и0 = и (ж0, у0, z0), 2 Пі обозначает сумму всевозможных значений и 
І

в серединах сторон второго квадрата и в центрах первого и третьего 
квадратов, — сумму всевозможных значений и в серединах сторон 

&
первого п третьего квадратов и в вершинах второго квадрата, иг— 

г
сумму всевозможных значений и в вершинах первого и третьего ква
дратов, Ди0 обозначает значение Ди в точке с координатами ж0, у0, z0, 
2 — сумму всевозможных значений Ди в серединах сторон второгог
двадрата и в центрах первого и третьего квадратов, a Nsu0 — значение 
символического выражения:

в точке с координатами х0, у0, z0.
Остаточные члены первых двух формул—шестого порядка малости 

относительно h, а последней — восьмого порядка.
В самом деле, с помощью формулы Тейлора находим:

2«< = 6«. + 4’i«. + g[g + g+g]+0(»'). (4)
- г ’ । г I

Проведем через точку (ж0, у0, z0) плоскости, параллельные коорди
натным плоскостям. Напишем для квадратов, получившихся в сечениях, 
соотношения, аналогичные соотношению (13) нашей монографии: «Чис
ленные методы интегрирования дифференциальных уравнений с част
ными производными» (J).

Умножим обе части этих соотношений и соотношения (4) на множи
тели а, [3, у, 3 и сложим. Соответствующим подбором а, {3, у, о полу
чается формула (1).

Перейдем теперь к выводу формулы (2). Напишем соотношения ме
жду значениями и в вершинах первого и третьего квадратов, анало
гичные соотношению (10) второй главы монографии (х), сохранив члены 
до шестого порядка малости относительно h (включительно).

После простых вычислений получается, что
X? о । /1.9Л । hiVdlu . д*й , д*и .^иг = 8и0 , 4Л Ди0 +"3 + +
r

. а ( д*и . д^и , д*и 1

Умножая обе части (4) на 8 и складывая с (5), находим формулу (2).
Наконец выведем формулу (3). Вычисление показывает, что

21« 2 + 2**44 + Т [й + 5 +
дви . д^и д6и № . д*и П Ц'\

' ”| dz^dy} dx^dz^ ' dz*dx* J ‘
Напишем соотношения (1) и (2), сохранив члены до восьмого по

рядка малости относительно h (включительно). Умножим эти соотноше
ния и соотношение (б) на множители а, 8, у и сложим. Соответствую
щим подбором а, (3, у получится формула (3).
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Перенумеруем внутренние точки сетки в произвольном' порядке от 
1 до п. Число уравнений вида (1), (2), (3) будет равно числу внутрен
них узлов сетки. Таким образом решение данного дифференциального 
уравнения осуществляется фактическим решением п линейных алге
браических уравнений с п неизвестными.

Рассмотрим эллипсоид

охватывающий поверхность S (так, чтобы S полностью лежала внутри 
эллипсоида) и возможно ближе примыкающий к поверхности S. Пусть 
полуоси эллипсоида параллельны координатным осям.

Обобщая лемму § 4 монографии (г) и выполняя вычисление, находим 
например, что формуле (2) соответствует оценка:

а2 + + С2

где h — величина ребра кубика сетки, £— погрешность сеток решения, 
—точная верхняя граница абсолютных значений погрешности и в гра

ничных узлах сетки, а Мв обозначает наибольшее значение абсолютных 
величин частных производных шестого порядка от и в области D.
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