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МАТЕМАТИКА 
Д. МЕНЬШОВ

РЯДЫ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ ФУНКЦИЯМ, ОГРАНИЧЕННЫМ 
В СВОЕЙ СОВОКУПНОСТИ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 10 IV 1937) 

Предположим, что
фі(ж), ф2(ж), ..., фп(ж), ... (1)

есть нормированная система функций, ортогональных на интервале (0,1), 
т. е. 

1 р [ 0, п ф т,
J фп(*) фт (ж) dx = j п = т (2)
о

Известно, что ряд 
ОО 

Сп (#) (3)
71=1

сходится почти всюду на (0,1), если сходится ряд
ОО
2 (1g и)2 сп, (4)

71 = 1

тде сп— действительные постоянные величины^). При этом в ряде (4) 
функцию (1g п)2 нельзя заменить другой положительной функцией W (п), 
которая возрастает медленнее, чем (1g и)2, т. е. удовлетворяет условию

В самом деле, если W (п) есть какая-нибудь положительная функция, 
удовлетворяющая условию (5), то всегда можно определить нормиро
ванную систему ортогональных функций (1) и последовательность дей
ствительных постоянных сп, п =1, 2, 3, ..., таких, что ряд (3) расхо
дится всюду на (0,1), в то время как ряд

ОО

2 И7 (п) Сп (6)
71 = 1

сходится (2).
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Мы будем говорить, что функции <рп(г), п = 1, 2, 3, . . ., ограни
чены в своей совокупности на интервале (0,1), если суще
ствует положительное число М, не зависящее ни от а- ни от в и такое.
что выполняется неравенство

(7)
для всех натуральных чисел п и для всех значений х на (0,1)- Известно^ 
что для всякой положительной функции W (п), удовлетворяющей усло-

.. W (п) „вию lim —;---- = 0, можно определить нормированную систему (1) орто- 
п->оо Щ 11

тональных функций, ограниченных в своей совокупности, и последова
тельность действительных постоянных сп, п = 1, 2, 3, ... таких, что 
ряд (3) расходится всюду на (0,1), в то время как ряд (6) сходится (3).ОО
Предположим теперь, что сходится ряд ^lgn-Д. Возникает вопрос, 

И = 1
будет ли отсюда следовать сходимость ряда (3) почти всюду на (0,1), 
если предположить, что функции фп(ж), п — 1, 2, 3,..., ограничены 
в своей совокупности. На этот вопрос получается отрицательный ответ. 
В самом деле, можно доказать следующую теорему:

Для всякой положительной функции W (п), удовлетворяющей усло
вию (5), можно определить нормированную систему (1) ортогональных 
функций, ограниченных в своей совокупности на (0,1), и последователъ- 
ностъ действительных постоянных сп, п — 1, 2, 3 таких, что
ряд (3) расходится всюду на (0,1), в то время как ряд (6) сходится.

В силу рассуждений, которые уже неоднократно применялись при 
рассмотрении аналогичных вопросов (4), эта теорема получается как 
следствие из леммы:

Для любого достаточно большого натурального числа т можно' опре
делить функции ф/г (ж) и действительные постоянные Ak, 1 к ^т, 
которые удовлетворяют следующим условиям:

1. ф/Д#), is^k^m определены на некотором интервале (а, Ь}, не 
зависящем от т, и образуют на этом интервале нормированную си
стему ортогональных функций.

2. Существует интервал (а', Ь'), а’ < Ъ’, лежащий на (я, Ъ) и не 
зависящий от т, для всех точек которого выполняется неравенство

Цх)
С,

fc=i

где 1(х) вообще зависит от х, 1 ^1(х) т, и С есть положительная 
постоянная величина.

3.
m

k=i
где С' — постоянная величина.

4. ■ ■ '

С' 
(lg w)2 ’

I фь Д) I < С (а^х ^. Ь, X ^к
где С" — постоянная величина.

5. Каждая из функций ф^ (х), 1 Д к т, постоянна по отрезкам 
на интервале (я, Ъ), т. е. интервал (а, Ь) можно разбить на конечное 
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число интервалов, на каждом из которых любая из функций (ж} 
постоянна.

Лемма будет очевидно доказана, если мы определим функции (ж) 
и числа удовлетворяющие условиям 1, 2, 3, 4 и 5, для т = v2, 
где v есть любое целое число, большее 3. Определим прежде всего не
которые вспомогательные функции. Положим:

(- со <. <А), 1

Vx-k + ч +

Если v > 3, то можно доказать, что функции (0/£ (ж) обладают следую
щими свойствами:

2

а) |J + у) +
-1

(k^l, l<A^v2, l^Z^v2, p= I k— Zj);
3) | (ж) | 1 ( — oo< x < + oo , 1 si k v2);

! (x)

7) 2®^)
где l (ж) вообще зависит от ж, причем 1 Z (ж) у2.

Заменим функции (ж) новыми функциями /^(ж), l^Zc^v2, кото
рые определены на интервале (—1,2) и удовлетворяют условиям:

а) 17л (^) ~ М^) I < .(-1<ж<2, l<A<v2);

b) каждая из функций ук (ж), 1 А < v2 постоянна по отрезкам на 
интервале (—1,2).

Можно легко доказать, что функции ук (ж) обладают следующими 
свойствами:

с) ;алг|<Тр (*=#?, l<Zc<v2, КZ^v2),
где

айг = ( уи (ж) Zl (ж) dx, ур = lg (4 + Й + = I ZI ;
-1

d) ІХ*(ж)|<2 (-1<Ж2, 1<*<у2);
IW

е) ' 2&^)>Tvlgv
k=i ~

где Z (ж) вообще зависит от ж и 1 I (ж) ^v2.
Положим

с0 = 2, ср = 2 (1 -f- 2 Ys ) (1 р < v2), (Ю)
s = l

откуда
Ср Ср_1 = 2ур (11)

Кроме того можно доказать, что
С^-1 < (12)
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где

b = к • (13)

т. е. Ь есть конечная величина, которая не зависит от v.
Мы уже определили на интервале (—1,2) v2 функций Хь(ж)> кото

рые обладают свойствами a), b), с), d) и е). Распространим теперь 
определение этих функций на интервал (2, Ь). Принимая во внимание 
равенство (11) и свойство с) функций ул (х) на интервале (—1,2), мы 
можем определить функции ул (х), 1 < Л < v2, на интервале (2, Ь) таким 
образом, чтобы выполнялись условия:

1) Функции уй (х) постоянны по отрезкам на интервале (2, Ь) и мо
гут принимать на этом интервале только два значения -ф 1 и —1.

•у-,
g)

ср
[ е“"
J 10, если \к — 1 ф р,

(A=#Z, 1 < k^v2, l^Z^v2).
ъ

Ь) \ 7k(x)7Ax}dx = Q (кфі)*.

Полагая а = — 1 и принимая во внимание равенство (9) и свойства 
g), h) функций уь(ж), мы немедленно получаем:

Положим

ь
j Хл (я) 7.1 (^) dx = 0 (14)
а

(кфі, 1<^<V2,

(15)
1/ S dx 
г а

откуда
b
^ф!(ж)</ж = 1 (1<A<V2). (16)
а

Принимая во внимание свойства d) и f) функций у^ (ж), мы можем 
написать:

ь
2(6 — а) > уД (ж) йж > b — 2. (17)

а

Следовательно на основании равенства (15) и упомянутых выше свойств 
d), f) функций у^ж) будем иметь:

I ФИ^)! < с" [a^xiZb, l^^^v2), 

* Функции Як (ж), удовлетворяющие условиям f), g) и h), можно определить 
при помощи рассуждений, которыми пользовались А. Колмогоров и Д. Меньшов 
в указанной выше работе, loc. cit.
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ще С" — постоянная величина, т. е. функции фй(ж) удовлетворяют 
условию 4 нашей леммы (при m = v2). Кроме того на основании (14) 
а (16) функции фь(ж), 1 к v2, попарно ортогональны на (а, Ъ) и об
разуют нормированную систему, т. е. удовлетворяют условию 1 на- 
зтоящей леммы.

Положим

= b' = l, = (18)
V а

эткуда на основании (17)
6— 2 . , .2(6— а)

(К*^). (19)

Принимая во внимание равенства (15), (18), неравенство (19) и свой
ства е), b), f) функций Хй(ж), можно доказать, что эти функции, а 
также постоянные величины Ак, 1 к v2 удовлетворяют условиям 
2, 3 и 5 настоящей леммы. В таком случае эта лемма, а следовательно 
и теорема, формулированная в настоящей заметке, доказаны *.

Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило
Академия Наук СССР. 10 IV 1937.

Москва.
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* Более подробное доказательство этой теоремы будет опубликовано в Матема
тическом сборнике.


