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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ В СМЫСЛЕ ЛЯПУНОВА

(Представлено академиком С, Н. Бернштейном 23 IV 1937)

Эта заметка посвящается исследованию устойчивости движений 
в смысле Ляпунова. Допустим, что дифференциальные уравнения воз­
мущенного движения имеют вид:

X(t,x,y,xt, ...,хп), (1,х,у,хъ ...,хп),

= Рл^А- ... + репхпАгХ}(1,х,у,хх, ...,хп) ’ W

(s = 1,’2, .п)

где X, У, Xs вблизи начала координат разлагаются в ряды по степе­
ням переменных х, у, хи ..., хп, начинающиеся членами не ниже второго 
порядка. Коэффициенты в этих разложениях предполагаются вещест­
венными и непрерывными функциями времени, равномерно ограничен­
ными при всех положительных значениях последнего. Коэффициенты 
psa являются непрерывными вещественными и равномерно ограничен­
ными функциями времени и притом такими, что существуют три квад­
ратичные формы W(t, х1, ..., хп), Wr («и ...,Хп), W2(xx, ...,хп) переменных 
хъ ...,хп, удовлетворяющие неравенствам:

¥г +J2 +р^пхп) <—w2.

При этом коэффициенты формы W суть равномерно ограниченные 
функции времени, а формы и W2 от времени не зависят и опреде­
ленно-положительны. Обозначим через Х°, У°, X°s выражения, в кото­
рые обращаются X,Y,XS, если в последних положить хг — ... = хп — 
= 0. Обозначим далее через Х^ и Y^ формы m-го порядка, пред­
ставляющие собой совокупности членов наинизшего измерения в раз­
ложениях функций Х° и У0. Мы предполагаем, что эти формы обла­
дают постоянными коэффициентами и что в разложениях функций As 
не встречаются члены порядка ниже т. Тогда имеют место следующие 
предложения:
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1) Если форма
G {х, у) = х Y^mf(x, у) — у Х^^х, у)

не является знакоопределенной и форма

Р(х, у) = хХ^(х, у) + у Y^fx, у)

может принимать положительные значения, хотя бы на одной из пря­
мых, определяемых уравнением G = 0, то невозмущенное движение 
неустойчиво.

2) Если на всех указанных прямых форма Р принимает отри­
цательные значения, то невозмущенное движение устойчиво и притом 
асимптотически.

3) Если G есть форма знакоопределенная, а величина
2т: 

н о
Р (cos 9, sin 9) ’ jq 

G (cos 9, sin 9)

отлична от нуля, то при XG < 0 невозмущенное движение асимптоти­
чески устойчиво, а при AG > О оно неустойчиво.

Эти предложения решают вполне задачу для всех случаев кроме 
тех исключительных, когда на прямых G = 0 форма Р не может при­
нимать положительных значений, но может обращаться в нуль (при х 
и у, не равных нулю одновременно), и когда при G знакоопределен­
ном величина Л равна нулю. Последний из этих случаев, представля­
ющий особый интерес, может быть разрешен, если коэффициенты разло­
жений правых частей уравнений (1) (включая и коэффициенты pS(1) по­
стоянны. Для этого поступаем следующим образом.

Составляем систему уравнений с частными производными:

+d^Y = pslX1 + ... +psnXn + Xs (в = 1,2, .... n)
и ОС (J у

и стараемся ей удовлетворить формальными рядами

xs = 2 yh, 
t+k^m

не содержащими свободных членов. Такие ряды всегда найдутся, 
будут вполне определенными и будут начинаться членами не ниже 
m-vo порядка. Этими рядами заменяем величины ...,хп в первых 
двух уравнениях (1), после чего они принимают вид:

— = X™ 4- X — = У(т)’4- Y, dt ' ' dt
где X и Y—голоморфные функции от ж и у, разложения которых 
начинаются членами не ниже (т + 1)-го порядка.

В этих уравнениях преобразовываем переменные х и у к перемен­
ным гий при помощи подстановки

a?=rcos{), у = г sin О

и ищем интеграл полученных таким образом уравнений: 

~ = rm Р (cos d, sin ft) + .• •,

г = rm G (cos й, sin 0) 4- ...



— 439 —

под видом
V = ^фг + ^Фз + • ••,

где ф2, ф3,...— некоторые периодические функции $ с периодом 2тс. 
Для определения функций ф2, ф3,... мы получаем уравнения вида:

$- + (/ + 1)ф! + / = 0 (1 = 2,3,...), (2)

где / содержит только те из функций ф8, для которых s < I. Из этих 
уравнений все функции ф8 последовательно вычисляются при помощи 
квадратур. Функции ф2 и Фз получаются обязательно периодическими; 
что же касается остальных функций, то они могут получиться и не­
периодическими. Пусть фй—первая непериодическая функция в ряду 
функций ф8 и пусть

Е = 0

есть уравнение ее определяющее. Тогда всегда найдется такая постоян­
ная g, что уравнение

будет обладать только периодическими решениями. Если g > О, то не­
возмущенное движение неустойчиво; если g < О, то оно устойчиво и 
притом асимптотически.

Аналогичным образом можно решить задачу и в том случае, когда 
все коэффициенты правых частей уравнений (1) суть периодические 
функции времени с одним и тем же периодом и.

Доказательству утверждений этой заметки посвящена специальная 
статья.
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