
Доклады Академии Наук СССР
1937. Том XV, № 8

МАТЕМАТИКА
С. Г. МИХЛИН

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
* УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 29 IV 1937)

Если к обеим частям сингулярного интегрального уравнения
2TZ

L (ф, А) = ф (ж) - ^-V. Р. J ф (s) ctg ds = f W (C 
0

применить операцию
2 ТС

0
то уравнение (1) сведется к уравнению Фредгольма (х). Это уравнение 
однако не будет в общем случае эквивалентно уравнению (1).

В настоящей заметке мы займемся вопросом о том, при каких 
условиях уравнение (1) может быть сведено к эквивалентному уравне­
нию Фредгольма. В уравнении (1) b (ж)—комплексная функция с пе­
риодом 2к, удовлетворяющая условию Липшитца; /(ж) есть сумма 
известной функции и линейного вполне непрерывного в L2 оператора, 
А—численный параметр.

Функциональная операция

р(ф) = ^^.Р. f ?(s)ctg^ds, (3)
О

как известно, может быть определена в пространстве L2. Можно это 
сделать например с помощью известных формул:

+ ieimx, т>0, ...р(1) = о; ₽(»”“) = Х m<Oj (4)

р(ф)= 2 <№>(«*" “)■ “ли =

Очевидно р (ф)—линейный оператор в Ь2 с нормой, равной 1, и 
||й(ж)р(ф)|(<тах|&(ж)|. (5)

* ОФ)—любой вполне непрерывный линейный оператор.
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Проведем в комплексной плоскости Л кривые:

Л = + бЯ; A = (6)
Кривые (6) разбивают плоскость А на некоторое число областей. 

Одна из этих областей, Do, содержит точку Л = 0 (эта область всегда 
существует). Далее, одна из областей, D^, может содержать Л = со 
и наконец могут встретиться области D, не содержащие ни той’ 
ни другой точки. ’

Теорема. Если Л принадлежит Do или то уравнение (1) 
можно свести к эквивалентному уравнению Фредгольма.

Будем решать уравнение (1) методом последовательных прибли­
жении, полагая

фо ($) — / (я); фп (ж) = /(ж) + хь (х) р (ср,,-!).

Этот процесс сходится в круге | Л | < —-х 1 . , лежащем в области 
^о, и приводит к уравнению Фредгольма, эквивалентному (1). Пусть 
теперь А — А* лежит внутри Do, но вне указанного круга. Внутри 
этого круга возьмем точку Ао. Соединим точки Ао и Л* линией I, цели­
ком лежащей внутри Do. Уравнение (1) перепишем в виде:

ср (я — A b(x)p^)^f(x) + (X — Л0)Ь(х)р^). 
Решая (7), придем к эквивалентному ему уравнению

(7)

(8)
Здесь Д (ж) есть опять сумма известной функции и 

рывного оператора. Нетрудно видеть, что уравнение (8) 
тодом последовательных приближений для значений 
в круге:

вполне непре- 
решается ме- 
А, лежащих

|А М < В + ЛВ*~ (9)
Здесь 7? = max | Ъ (ж) Л = max | X | вдоль кривой I, a d = 
mm j 1 -f- Д Ъ (a;) I вдоль той же кривой. Возьмем теперь на кривой I 
точку А1? лежащую внутри круга (9), и перепишем (8) в виде:

ф($) 1 + ЯЛ Ъ* (я) Р w - L T+ U, Ь*(х) ЫКгЕЫ п(т\ I / м l + XM’W _р(ф)
Решим это уравнение методом последовательных приближений. Можно 
показать, что это приведет к уравнению

? (Ж) ~ Р (ф) = /2 W- (10)

Процесс последовательных 
дится внутри круга приближений для уравнения (10) схо-

| А — Ах | < R (И)
и приводит к уравнению Фредгольма, эквивалентному уравнению (1). 
Рассуждая далее таким же образом, мы найдем, что и при А = А* 
уравнение (1) можно свести к эквивалентному уравнению Фредгольма.
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Если существует область D^, то b (ж) не принимает значения нуль. 
Совершим над обеими частями уравнения (1) операцию

2П

(12)
6

и положим Л = -Д . Это переведет (1) в эквивалентное уравнение Л
Ф (ж) + Р (ф) = (13)

Область Dm преобразуется при этом в область типа Do, располо­
женную в плоскости Л'. Наша теорема тем самым доказана.

Из наших рассуждений нетрудно усмотреть, что уравнение (1) можно 
свести к эквивалентному Фредгольмову уравнению, выполнив над 
обеими его частями операцию (2) при подходящем выборе вполне не­
прерывного оператора t (ф).

Относительно областей D можно доказать следующую теорему:
Пусть —одна из областей D и Л(0)—точка внутри D^. Пусть 

существует такой оператор
М (ф) = р. (ж) ф (х) + и (д) р (ф) + t (ф), (14)

[Z (ф)—некоторый непрерывный линейный оператор], что уравнение
M[L ($,№>))] =

есть уравнение Фредгольма, эквивалентное уравнению
L

Тогда уравнение (1) эквивалентно некоторому уравнению Фредгольма 
во всей области D^.

Аналогичную задачу можно поставить и для сингулярного инте­
грального уравнения с двумя независимыми переменными:

L (ф) = а (М) ф (М) + V. Р± j j ф dx^ = F(M). (15)

Здесь интеграл взят по всей плоскости; R и ф—полярные коорди­
наты точки Мг относительно полюса М; далее

(is)

F (М) есть сумма известной функции и вполне непрерывного линей­
ного оператора; наконец

+ оо

f(M,^ = ^an{M)e^ [ао(М) = 0]*.
п=—ОО

Известны необходимые и достаточные условия (2), (3), при кото­
рых применением операции вида:

М (X) = Ъ (М) 7 (М) + V. Р. ± J J 7 dxt dyi + t (7) ** (17) 

* На /(М.ф) налагаются некоторые дополнительные условия [см. (’)].
** t (X) означает любой вполне непрерывный оператор.
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к обеим частям уравнения (15), это последнее сводится к уравнению 
Фредгольма*.  Здесь мы приведем без доказательства основные новые 
результаты, полученные нами для уравнений типа (15):

1. Функциональная операция (15) может быть определена в про­
странстве функции, удовлетворяющих условию (16) и суммируемых 
с квадратом по всей плоскости. Норма этой операции не превосходит 
величины

4-оо

max | а (М) | + V . (18)

2. Пусть существует операция типа (17) такая, что уравнение

M[LW=M(F) (19)
есть уравнение Фредгольма. Тогда можно так подобрать i (X) что 
уравнения (15) и (19) будут эквивалентны.
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* Не обязательно к эквивалентному.


