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СИСТЕМЫ РИКЬЕ И ТЕНЗОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 5 V 1937)

Вильчинский вычислил коварианты и семиковарианты системы

У1 + РиУ1 + РиУъ + ЧыУі + = 0 j
У*  + РыУ1 + РмУг + ЯыУі + УюУг = 0 I

для преобразований:
2

УК = 2 (*  = 1.2).
Л=1

2 2 А

й"=2 2 й «'й чг”. o’)
Л=1 Р=О )

« = /(£)*
(* = 1, 2; 1 = 0, 1, 2...... т),

где (р) обозначает коэффициент при х? в разложении (1 ф- х)1 (ф.
Автором вычислены семитензоры, связанные с системой (1) и неиз­

меняемые преобразованиями (Т) **.
Здесь мы вычислим некоторые тензоры простого типа.
Положим, что Д, 12 и 13—функции от

Уі, Уъ, УІ, УА Ри, р'ц, qu
и что преобразование (Т) меняет их следующим образом:

Л — М1Л + 2ДпД21/2 + АІіЛ,

Л ДцАігЛ + (АцД22 + Ді2Д2і)^2 + △21^22^3,
/3 = + 2Д12Д2272 ф- Даз^з,

(П)

где Ajj—миноры определителя
а11; а12
а21> а22

* Если речь идет о семиковариантах, то ж = / (() = С.
** Ковариант—только частный случай тензора.
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Приведенное преобразование очевидно образует группу; тензорный 
характер (I) также ясен. Инфинитезимальное преобразование (I) дается 
равенствами:

Л + 8Д = (1 + 2 — 2
/2 + —   'F218ZZ1 + (1 + Ч 11°^ + '1 22°0 ^2  4f12StZ3,
І3 + §Z3 = + (1 + 2TU8«) Z3.

Следуя Вильчинскому, мы видим, что

Ыь = 2 * 2/'У +2 * 2 І
11 11

+ 212 і *-1 1
где

£2У (/) Е 2 Д + Д = О,
’ ' ' dPij

2
(/) =-у^ +2 2 (Рц- Рр+ = °’

2
Фу (/) - - уі - У'+ 2 (р* +

. - df , df df df x Л
+ ~ РР “ qil ~ °’

Для нахождения указанных тензоров необходимо решить систему 
уравнений:

Llij (Ik) =3 О, (Ih) = 0 (i, j = 1, 2; к = 1, 2, 3);
Ф12(Д) = -272, 0^ = 0, Ф22(Л) = 2Д, Ф21(Л)=0,
®12 (^г) = —Z3, Фц(/2) = 725 ®22 (Z2) = Ф21 (^2) — — Zt,
Ф12 (13) = О, Фп (73) = О, Ф22 (73)= 273, Ф21 (73) = - 2/2. ,

Система (А) эквивалентна системе:
(/) = О, (/) = О, 

Фи(/)-2Ь^-7.Д = 0, 

ФгМ + І^ + ^Л-^О. (В)

Фг.(/) + 2Л^; + Ь^ = 0,

Ф„ (/>-7.^-2/, ^- = 0.(’)

Мы можем сразу написать три решения системы:
/і — УіЦ — “2УРУ2І2 + y^Ii,
/2 — 2г/іУі/3 — 2 (y^Yi + У1У2) Z2 + 2г/2У271,

 /з = Y[43 - 2Y'1Y2l2 + Y^h,
* Автор, вычисляя коварианты или тензоры, пользуется методом Ли инфините­

зимальных подстановок, так же поступает и Вильчинский.
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где ,
У і = 2?/і + у2рц + У1Р11,
Y2 = 2у2 + У1Р21 4~ У2Р22-

Мы имеем как решение также и два семиинварианта, полученные 
Вильчинским:

1 Е Wn + w22,
J = WnW22 — w12w21(3), 

в которых
— ^Pll--- ^911 + Pll + P12P211 

W12 — 2pi2--  ^912 + P12 (Pll 4" /*32)5 
^21 = 2/>21 — 4^21 + P21 (Pll + P22Y 
W22 = 2p22--  4^22 4" P22 + Р12Р2І'

Мы имеем три относительных семиковарианта:

D = Угх ,
Ун У 2

Е Е wuy2 — w^yl + (wu — «'22) У1У2, 
F E — -H^n — w22) YГУ2.

По ним мы составляем два абсолютных семиковарианта или решения 
системы (В):

Е F 
~D ’ U'

Таким образом общее решение (В):

ф(а, /2, л, л 4’ 4)’

Ф — произвольные функции.
Положим

фх = ф2 = ф3 = О,
где Ф — произвольные функции от

/1» /2, /з, • • • ? f) ;

решаем уравнения относительно /15 /2, /з? тогда

4, 4),

Т; — произвольная функция, так как Ф произвольна.
Положим

Уі — 2уіу2 У2
2^іУі —2 (y2Yі + У1У2) 2y2Y2 

у? — 2у;у; у;а
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тогда
Л = [^н^і + ( М31Т3],

Л = 4" ^12^1 + ^22^2 + М32Т3], 

А = + ^23^2 + <33^1,

(III)

где Л/у—миноры определителя М.
Таким образом система (III) дает самое общее решение системы (А) 

и приводит к полной системе семитензоров типа (II) (4).
Мы можем написать нашу заключительную теорему. Семитензоры 

/ будут линейными функциями 'F, являющимися произвольными функ­
циями от семиковариантов, вычисленных Вильчинским.

Балтимора (США). Поступило
5 V 1937
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