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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

В. И. СМИРНОВ, член-корреспондент Академии Наук СССР

РЕШЕНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ В СЛУЧАЕ 
КРУГА И СФЕРЫ

В предыдущей статье (х) мы дали решение предельной задачи для 
волнового уравнения в случае круга и сферы. В этой заметке мы будем 
рассматривать аналогичные проблемы теории упругости.

Начиная с плоского случая, рассмотрим колебания части плоскости, 
находящейся вне окружности г = 1, если при < = 0 имеются нуле
вые начальные условия, и на окружности г — 1 мы имеем заданные 
смещения. Составляющие смещения на полярные координатные оси 
(г, 0) выражаются формулами:

г дг + г 59 ’ 0 “ г 59 дг '

где фиф должны удовлетворять уравнениям:

= (2)
1 1и —, -- суть скорости распространения продольных и поперечных волн.

Предположим, что предельные условия имеют вид:

ur\r=l = um{t)eim^, Ut\r^= (3)

Возьмем решения уравнений (2):
t—аг + а
= f Фт (т) -iUm^ (—d- X е™ ,

О
t-br + b

фт = J (?) /-iU^ d~ X e™,
О

где

ит (ж) = Tm+1 (ж); Тт (ж) = cos (т arc cos х).
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Для неизвестных комплексных функций Фт (т) и (т) мы имеем 
в силу предельных условий систему интегральных уравнений:

Мы будем рассматривать сейчас случай пространства только в пред
положении осевой симметрии. Пусть (иг, и», щ)—составляющие смеще
ния на сферические оси (г, ft, 9), и предположим сначала, что и0 = 0. 
В этом случае, пользуясь формулами теории упругости, легко пока
зать, что

3® . 1 3<1> . cos & , 1 3® Зф 1 .
= чг + “ + —^“5Ф, и» = — — — — Ф,or г Зо Г Sin и т г 3» or г ‘

где ф и ф не зависят от 6 и должны удовлетворять уравнениям: 
4=^ да

- тал w
Предположим, что предельные условия имеют вид:

иг |г=1 = ит (t) Рт (cos 9), и» I Г=1 = vm (Z) sin 0 Рт (cos 0), 
где Рт (ж)—полиномы Лежандра. Для уравнения (5) берем реше
ния вида (Д:

t-ar + а
фт = J Фт (?) Qm+i Х Рт (7)

о 
где X 

Qm+iW = I Рт(х) dx.
1

Для уравнения (6) основные решения имеют вид:
Qm+1 ( sin 0 Р'т (cos ft), 

и мы положим:
t —Ьг Д- Ь

фт С 'Вт (Т) dX Х йІП (СОа (-8^
О
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Подставляя в предельные условия, мы будем иметь систему инте
гральных уравнений для функций Фт (~) и Ч?т(т):

Функция ф, указанная выше, есть составляющая векторного потен
циала на ось 6.

Рассмотрим теперь случай, когда иг — и# = 0 и возьмем предельные 
условия в виде:

|г=1 — Wm (О sin ЙРт (cos 5).

В этом случае введем составляющие векторного потенциала на оси р 
и z цилиндрических координат (р, z, 6) и положим ф = фг и ф = фр. 
Функция ф должна удовлетворять уравнению (5), где надо подставить 
Ь вместо а, и функция ф должна удовлетворять уравнению (6). Мы 
имеем для іц формулу:

. „ «Эк cos 8 й „Эф sin 9 diи0 = sin в 4-------' 4- cos Я 4 —--------.дг ' г д» ' дг г д»

Возьмем функцию ф в виде (7), где надо только писать b вместо а, 
и функцию ф в виде (8). Мы будем иметь для функций Фт (т) и (т) 
следующую систему интегральных уравнений:

- J (?) —Рт dT -
О

— т (т 4- 1) f ¥т (т) <?т+1 Q-P+- du = wm (Г),

/ _ } (10)
— f Фт(т) Qm+i (-—dr 4- 

0

+ У(T) [Qm +1 (1=^) _kzl+1 Pm ] dT = 0.
0

Применяя обычные методы, можно решить системы (4), (9) и (10) 
в конечном виде, что мы сделали в явной форме для одного интеграль
ного уравнения в предыдущей заметке.
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Можно применить тот же метод для внутренних задач, как это мы 
уже сделали для одного уравнения^), но в настоящем случае вместо 
формулы Пуассона мы должны взять известную формулу Стокса.
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