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ОПЫТ ОБЩЕГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 20 XI 1936)

1. Пусть А есть система множеств X каких угодно элементов х. 
Предположим, что эта система аналитическая, т. е. каковы бы ни 
были два множества и Х^ принадлежащие А, можно найти принад­
лежащее А множество X, которое содержится одновременно в Xt 
и в Х2. Пусть /(ж) есть функция, определенная в А и значениями 
которой являются действительные числа. Предположим, что существует 
число а такое, что каково бы ни было £>0, можно найти принадле­
жащее А множество X, обладающее тем свойством, что для всех 
его элементов х имеет место неравенство |а — /(ж)|<г. Мы назовем 
это число а пределом функции /(ж) в системе А [ср. (т)] и обозна­
чим его просто через f(A).

2. Пусть, в частности, А есть аналитическая система множеств X, 
элементами ж которых являются конечные системы действительных 
чисел,

ж = (av а2, ..., ап), 

причем п может быть различно для различных ж. Такая система ж 
может содержать и равные между собой числа. Положим:

5 (ж) = «2 + • ■ • + ап-

Предел S (А), если он существует, мы назовем интегралом чисел, 
образующих систему А.

3. Пусть, например, Е есть измеримое множество (ограниченное или 
неограниченное) действительных чисел £ и пусть ср (£) есть измеримая 
функция (ограниченная или неограниченная), определенная на Е. 
Рассмотрим всевозможные системы из конечного числа неперекры- 
вающихся замкнутых множеств F2, Fn, содержащихся в Е. 
на каждом из которых функция ср(£) непрерывна, и пусть Mi и mi 
соответственно—максимум и минимум функции ср (£) на Fi и «і—число, 
произвольно выбранное в интервале

(mimes Fi, MimesFi) (i = 1,2,..., п).
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Условимся говорить, что система х = (an а2, ап) предшествует 
системе ж'= (al, а^, ..., а„-), если система х соответствует F1, множествам 
F±, F2, ..., Fn, а система х'—множествам Fl, Fz,..., F'n-, где

п п'
mes Fi mes F[

1=1 1 = 1
и

max (Mi — пц) ?? max M'i — m't).
i = l, n 1=1, . ..,n'

Обозначим через X (ж) множество всех систем ж', которым пред­
шествует ж, и через А систему всех множеств X (ж). Легко видеть, что 
система А—аналитическая, предел S(A) существует тогда и только 
тогда, когда функция ср (£) суммируема, и

S (А) = f
Е

Подобным же образом можно убедиться в том, что данное выше 
общее определение интеграла охватывает как частные случаи опреде­
ления, предложенные Radon’om(2), Frechet(3) и А. Н. Колмогоро­
вым (4). ■

4. Пусть попрежнему А есть аналитическая система множеств X, 
элементами ж которых являются конечные системы действительных 
чисел, х — (аг,а2,..., ап). Определим преобразование ТА системы 
А, заменяя каждое число а; числом Taj. Условимся говорить, что 
это преобразование бесконечно малое, если, каково бы ни было 
£ > 0, можно найти принадлежащее А множество X такое, что для 
всех его элементов ж = (а1; а2, ..., а„) имеет место неравенство:

\Tai — а;|<г|а;| (1 = 1,^.......п).

Теорема I. Если ТА есть бесконечно малое преобразование системы 
А и если существует постоянная М такая, что для всех х = 
—■ (а1, а2•.., а^

I аі I + ! а21 т • ■ ■ | Лп | С AI,
то

S(TA) ~S(A),

причем существование правой части этого равенства влечет за собой 
существование левой части.

Это—обобщение одного из принципов замены бесконечно малых, 
на котором покоится большая часть приложений интегрального исчисле­
ния к геометрии, механике и физике.

Теорема II. Если ТА, ТгА, Т2А—преобразования системы А 
такие, что для всех ж - (ах, а2, ..., ап)

ТUi =- Тrtti Т2ai (i = 1, 2, п),
то

S(TA)=-.S(T1A) + S(T2A),
причем существование правой части этого равенства влечет за собой 
существование левой части.
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Это предложение охватывает сразу два основных свойства интегра­
лов, а именно:

f [?i (£) + Ъ (ЭД = С + f Ф
Е ЕЁ

И
($) d £ = f (? (S) (ч) dZ ЕАД = о.

5. Возьмем какое-нибудь множество X системы А, рассмотрим все­
возможные пары его элементов х', х" и положим

о (X) = sup | S (х') — 5 (ж")|.

Рассмотрим затем всевозможные множества X, принадлежащие А, 
и положим

а (Л) = inf б (X).

Для существования интеграла 5(A) необходимо и достаточно, чтобы 
о (А) было равно нулю.

Это—обобщение хорошо известного условия Римана для существо­
вания интеграла в смысле Римана.
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