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Пусть /{ж) (— оо < ж < оо) — измеримая и ограниченная функция 
и пусть

, 1 f . е-^-Б^ ,Е -----------------=7^ dX'

— СО 

где
( 1 — iax при |ж|<1, 

L(ax) = < . . , .I 0 при | ж | > 1 
ее обобщенное [в смысле Н. Hahn’a ^)] преобразование Fourier. 

Положим далее:

k= — n
Лемма I. Если E (а) есть линейная функция при а>А>0 и а <

<—N, то, каково бы ни было е > 0, можно найти такое п, что 

— ОО

Доказательство. Полагая 
ОО

Тп W І J S- dx,
— СО

нетрудно проверить, что кривая у — А2Тп(а), где
^тпМ = Г.І. + ^^Н + ТЛ.-Ч, = J 5„(I; N} е-.„dx = 

* —ОО
=1 2
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есть ломаная, вписанная в кривую у — Д2£(а), и совпадает с этой кри- 
вой в точках а = —— , где т— произвольное целое число.

Отсюда в силу условия леммы при достаточно большом п
°? ^+2
С IД2^ (а) — Д2ТП (a) I Ma = f | ^Е (а) — ^Тп (а) | Ча < А- •

-°о —Л—2
В силу уравнения Parseval’n для обычных интегралов Fourier

•^+2 оо
J \^Е(а)-^Тп(а)\Ча = ^ j N)\*^dx,

—N—2 —оо
поэтому 

оо
J\f(x)~Sn(x-, N)\^^dx<,,

—co
что и требовалось доказать.

Лемма II. Если при условиях леммы I функция f (х) непрерывна 
и ограничена на всей вещественной оси, то Sn (ж; N) сходится и притом 
равномерно в каждом конечном интервале к f(x), когда п->-т.

Доказательство. Так как Sn(x; N) сходится в среднем к f(x), 
то достаточно показать, что Sn (х; N) образует последовательность рав­
номерно ограниченных и равностепенно непрерывных функций.

Положим:
ап (ж; N; р) =

где р — натуральное число.
Следовательно

П'Л N

\°n(x;N-, р)|<4 2
— ОО k=—n{k

где
М = sup | / (ж) |.

Откуда при р->- оо получаем, что
|5п(ж; N)\<M.

По известной теореме С. Н. Бернштейна:
a) \S^x- N)\^N- М, Ъ) \Sn(x-, N)\^N4M. (1)

Отсюда следует равностепенная непрерывность функций 5п(ж; N), 
а также производных S'n(х; N), и лемма доказана.

Так как последовательность функций S'n(x;N) равностепенно непре­
рывна и равномерно ограничена, то в силу теоремы Arzela из нее можно 
выделить подпоследовательность, сходящуюся равномерно в каждом 



— 171 —

конечном интервале. Легко видеть, что предельная функция единственна 
и равна*  /' (а?).

Неравенство I. (Обобщение неравенства С. Н. Бернштейна.) 
При условиях леммы II из

| / (х) | < М (—оо<х<оо)
следует

\f'(x)\^N-M. (—оо<ж<со) (2)
Доказательство. Так как 5Я (ж; N) стремится к f (х) равно­

мерно в каждом конечном интервале, то неравенство (2) получается из 
неравенства (1), а) путем предельного перехода.

Неравенство II. (Обобщение неравенства Н. Bohr’a.)
Пусть f (х)— измеримая ограниченная функция и пусть Е (а) есть 

линейная функция при | а | < N. Тогда из \f(x)\^M следует:
| j / (ж) dx | < ,

если постоянную интегрирования выбрать так, что преобразование 
Fourier-Hahn’a для J / (х) dx есть линейная функция при | а | < N.

Доказательство. Рассмотрим функции
ОО

, 3 Г ./ , 2йЛ8Іп4й ,
fw (я) = 27 J + тdu- *

— ОО

Известно (2), что преобразование Fourier-Hahn’a функции ф^(х) есть 
линейная функция при а > 2k и а < — 2k, а из условия следует, что 
Е^^а.) есть линейная функция также при | а | < N. Далее, /^(х) есть 
непрерывная функция от х при любом к и

|/W(X) \<М.
Пусть ^(ж; 2к) так же строится для ф^^х), как 5п(ж; N) строилось 

для f(x).
Но неравенству Н. Bohr’a (3):

j 2к) dx | < 4- ,

где [ 2к) dx есть неопределенный интеграл без свободного члена.
Полагая

J ^(х-, 2к) dx = С(п, к) + J S^\x-, 2к) dx, 

найдем, что
\С(п, к)\<^-^-, S^\x- 2k)dx^^--

О

Так как
2к) = fw(x),

* Тот факт, что при условии леммы II функция / (ж) дифференцируема, изве­
стен (2).
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то

• | f АЩх)4х^^.
0

С другой стороны, можно выделить бесконечную последовательность 
{nm} так, что

lim С (пт, к) — С (к)
т->оо 

существует.
Следовательно

X
\C(k)+^fW(x) dxU^-^.

О
Полагая к—f^ca и производя опять соответствующий выбор, получим:

X
| С + J / (ж) dx | < 

О
Легко видеть, что преобразование Fourier-Hahn’a для функции

С J / (ж) dx 
о

есть линейная функция в интервале | а | < N.
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