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МАТЕМАТИКА

Р. О. КУЗЬМИН

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ НЕКОТОРЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 23 III 1937)

Харди и Рамануйан (х) доказали, что если обозначить через v (ж) 
число тех п в интервале (1, ж), для которых d(n) < (log п)0-7, то имеем:

1 при х ->- со. Здесь d(n) — число делителей п. Таким образом 
основная масса чисел d (п) имеет порядок величины (log n)0-7. С другой 
стороны, по теореме Гаусса-Дирихле имеем:

d (п) = х log х 4- О (ж). 
п<х

Отсюда следует, что числа d(n) имеют в среднем величину порядка 
log п. Сопоставление сказанного показывает, что среди чисел d (п) 
имеются такие, величина которых имеет больший порядок, чем у боль­
шинства чисел d(n). Кроме этого, К. К. Марджанишвили (2) показал, 
что справедлива формула:

_7
d2 (n) — ^(^log3 х + A2log2ж + A3logж 4- А^ 4- O(xa log ж). 

n<x
Она показывает, что влияние исключительно больших по своей вели­
чине слагаемых становится еще заметнее в сумме 2 («), чем в сумме
2 d(n).

С помощью метода, существенно отличного и от метода Харди-Ра- 
мануйана и от весьма элементарного по применяемым средствам метода 
К. К. Марджанишвили, мне удалось получить в указанном направле­
нии результат весьма общего характера. В простейшем случае он мо­
жет быть выражен следующей теоремой.

Пусть при Re s > 1 функция / (s) определена абсолютно сходящимся 
произведением:

ОО

/(8) = П(1 4-2Й)’
р 4 т-1/ У 
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где р— простые числа, bm = O(mk) к — некоторая постоянная, bt = 
= b > 0 — целое число. В таком случае при Re я > О функция / (я)

ОО

может быть представлена абсолютно сходящимся рядом /(я) = 2 Ч* ■
П=1

где для коэффициентов ап при любом выборе целого положительного 
числа v справедлива формула:

ь" ь^+з

П<Х Ц=1
Здесь Л2, ..., — определенные числа, первое из которых поло­
жительное.

Аналогичные формулы получаются и при любом комплексном зна­
чении v, если Re v > 0. Оценка остаточного члена в этом случае зави­
сит от верхнего предела абсцисс корней функции Римана (я). Оценка 
остаточного члена в (*) может быть несколько понижена. Если верна 
известная гипотеза Римана, то остаточный член в (*) может быть за­
менен величиной О (х2^ ) при произвольном выборе положительной 
ПОСТОЯННОЙ £.

При доказательстве теоремы основное значение имеет то обстоятель- 
ство, что функция / (я) в полуплоскости Re я > у■ + 8, где В > 0, мо­
жет быть представлена в виде произведения ['((я)]6 на функцию Е(я), 
представляемую абсолютно сходящимся рядом Дирихле с ограниченной 
суммой: | F (s) | < М = М (В). Кроме того для величины ап справедлива 
оценка: ап = О (п‘). После этого для изучения суммы 2 ап можно при­
менить метод Ландау, основанный на комплексном интегрировании. 
Чтобы получить указанную оценку остаточного члена надо принять 
во внимание равенство: = О (t?), где р< у. Изучение суммы
2 «п без труда сводится к предыдущему. Сравнивая ряд формул (*), 
относящихся к одним и тем же числам ап, но при различных значе­
ниях v, мы получаем возможность сделать некоторые заключения о ве­
личине чисел ап, где п изменяется в интервале (1, ж).

Формулу (*) можно обобщить также и на некоторые числовые функ­
ции, связанные с распределением простых чисел в арифметических 
прогрессиях.

В заключение приведем два частных случая формулы (*), представ­
ляющихся наиболее простыми и интересными.

1. Ьт = т-\-^, an = d(n)— число делителей и:
2^4-3

2 dv {п) = ж (Лх log2”-^ Ц- A2log^,'■■2ж + ... А^) О (ж2’+6).

частном случае при v = 2 получаем: = Р (я) 
?(2я)’

у
2 d2(n) = ж(A1log3ж 4- A2log2ж 4- A3logж 4- АД 4- О (ж10). 

п^.х
Этот результат был получен К. К. Марджанишвили с несколько худ­
шей оценкой остаточного члена.
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2. bm = 2', an = D(n)— число не делящихся на квадрат делителей п:

г^+з
2 D^n) = ж (BJog2”-^ + B2log2,,-2a: + • • • + #2’) + О(ж2’+6). 

п<х
Эти формулы показывают, что в суммах ^d”(n) и влияние
исключительно больших слагаемых начинает все сильнее сказываться 
при возрастании числа V. При более подробном изложении я намерен, 
исходя из приведенных формул, дать некоторые выводы о распределе­
нии чисел d (п) и D (л) по их величине.
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