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Обозначим через Еп_х (F) наилучшее приближение периодической * 
функции F (х) с помощью тригонометрических сумм порядка п — 1. 
Пусть далее Нг означает класс всех * периодических г раз дифферен
цируемых функций:

/ (х) = 2 (ah cos кх + bk sin кх),
h=0

удовлетворяющих неравенству 

и пусть, наконец,

/*  (ж) = V (bk cos кх — ak sin кх).
Л=1

Предметом настоящей заметки 
соотношений:

является доказательство

SUp^-i^) —-
т.п (2v + l)r+1 (1)К

4 
sup £„_>(/*)  = —ГК 
(----- тт ^'1

ут

(2)
= 0

* Вообще говоря, комплексной.
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уточняющих известные теоремы Jackson’a. 
Начнем с того, что функция

, ОО sin ( 2А + 1 пх — — г )
/ (х\ = _L у V____________2 /
/oW ппг (2* + 1)"1

k = Q

принадлежит Нг, так как

ОО
№ (®) = І2 = sgn (sin пх).

h=0

А так как /0 (ж) принимает с чередующимися знаками значение
, 4 ГЛ4---- = Кг в точках — тс п

Хц=£ + — (А = 0, 1, ... , 2га — 1), 
2п ’ п

где г = 0 при нечетном г и £ = 1 при четном г, и кроме того, как 
нетрудно видеть,

Ar = max |/0 (ж) |,

то в силу теоремы П. Чебышева

Еп-1 (/о) = Кг-

Подобным образом, полагая

{ ОО cos ( ik + 1 пх — )

/. W 2 (2FOT1 ’ ’

найдем, что

Нам остается доказать, что для любой функции f(x)CZHr 

Еп^)^^гК*.

С этой целью заметим, что

/(ж)-«.= | у?г(/)/(Н(ж + «) dt, 
о

/* (х) = A f фг (t) (ж + t) dt, 
о



— 109 —

где

со COS

m = l

co sin ( mt + — г 

m=l

Следовательно,
п— 1

/(ж)«0 — V kr^ (ah cos кх + bk sin кх) j 
k=i

H J { ФДО — cos + T r)} dt I 

0 k=0

n—1

i f* (ж) — V к^ (bk cos кх — ak sin кх) 
h=l

sin

отсюда

и

£„_!(/)< min

En-i(i*) < min i j ! фг (0 — ^v^sin (kt + у rj | dt. 
o k=0

(3)

(4)

Как недавно доказал J. Favard(1), правая часть (3) равна ^fKT, 

и этот минимум достигается, если определить числа Sh = й так, чтобы 
выражение 

п — 1

фг(0 —2 ^C0S (kt + уГ )
h=0 '

обращалось в нуль в корнях функции

cos (nt +

таким образом соотношение (1) доказано.
Для доказательства соотношения (2) покажем предварительно, что, 

каковы бы ни были числа (мы можем и будем их считать веществен
ными), разность

п—1

фг(0 — Jj/^sin (kt + ) (5)
k =0 y

имеет не более 2n — £ нулей в интервале 0 < t < 2тс.
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Действительно,
— log f 2 sin-0 (0< «<2n);

если поэтому выражение (5) имеет при r=l 2n-f—1 нулей в интервале 
0 < t < 2тс, то разность

п — 1

у Ctg у-- 2 sin kt’
й=1

а значит, и тригонометрический полином
п-1

— cos 4----Л к-пъ sin kt sin —2 2 2
k = l

имеет по крайней мере 2и нулей в интервале 0 < t < 2к, что абсурдно- 
Итак, при г=1 наше утверждение доказано. Для г > 1 оно получается 
применением теорем ЛоП’я, поскольку

Если мы поэтому определим числа — тД 
обращалось в нуль в корнях функции

так, чтобы выражение (5)

sin ( nt ф- у Г j

то эти корни будут единственными корнями и притом узлами фун
кции (5). При этом выборе коэффициентов тД

2гс п—1

у С фг(«) —^'^sin (kt + у г J \dt =

2т: . n—1

j | фг (t) — тД sin (kt -{- у г( | sgn { sin (nt 4- у г( j dt 
о fe=0

2И

= у f фг(0 sgn { sin (nt + у г) } dt = К*,

в то время как при любых других
П —1

8ІП 

h=0
С“+тг) dt

2т: п—1

Фг (0 — sin (kt 4- у г ) | sgn { sin ( nt 4- у Г } } dt = 
й =в ' “ / ; 7

2т:

$r(i)sgn | sin (nt 4- у^} dt = —г к*.
О

Таким образом наше утверждение полностью доказано.
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Заметим, что найденный нами результат приводит к неравенствам:

п—1
/ (ж) — а0 — У к1^ (ah cos кх + bk sin кх) < Kr, 6

n — 1
I /* (ж) — 2 cos kx — ah sin кх) I < K*, (7)

i

которые, как мы видели, улучшить нельзя.
Неравенство (6) является обобщением теоремы J. Favard’a(1) 

(а0 = а, = ... = an_i— Ъх= ... = 6п_1=0), отправляясь от которой, 
мы пришли к нашим результатам.

Неравенство (7) позволяет дополнить теорему J. Favard’a следую
щим предложением:

Если
СО

f(x) = у (ah cos кх + bk sin кх) 
h=n

«сть функция класса Нг, т. е. (х) | 1, то

I/* wi = |
ОО
У (bh cos кх — ak sin кх) \ < —К*, 
к=п ' 

причем это неравенство улучшить нельзя.
В заключение приведем значения чисел вычисление которых не 

представляет труда:

«ели г—число четное, и

1 dr~l
= ^\zr ct^) Dr

к
Z. in

«ели г—число нечетное.
Таким образом, вводя обобщенные суммы

п-1

Sn-^f \ r) = ^DT(~] {ak cos кх + bk sin kx),

мы получаем некоторый способ суммирования рядов Fourier, обладаю
щий тем свойством, что для

щах|/(ж) —г) | < sup E^^g) =Krt
0<х<2т: 9 CZ Hr n



112 —

т. е. способ суммирования, дающий наилучшую оценку 
в теореме аппроксимации D. Jackson’a, если f(x) пробе
гает класс Нг.
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