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МАТЕМАТИКА
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О р-ГРУППАХ

(Представлеио академиком О. Ю. Шмидтом 5 III 1937)

Следуя Шуру^), периодической группой будем называть группу, 
каждый элемент которой есть элемент конечного порядка.

Периодическую группу, порядок каждого элемента которой есть 
некоторая степень простого числа р, будем называть р-группой. Оче
видно, порядок конечной р-группы есть некоторая степень числа р. 
Известно, что р-группа конечного порядка имеет отличный от единицы 
центр.

В настоящей работе устанавливается необходимое и достаточное 
условие, при котором р-группа имеет отличный от единицы центр; по
путно доказываются некоторые теоремы.

§ 1. Классы сопряженных элементов группы будем в дальнейшем 
называть кратко классами группы; класс, заключающий конечное число 
элементов, будем называть конечным классом.

Пусть имеем произведение g некоторых элементов группы:

g — аг ... ... щ. (1)

Представим g в виде:

g = а1... aka' ... a*k^ak+l ... at, (2)

где a* — ... ; в этом случае будем говорить, что
произведение (2) получается из произведения (1) путем перемещения 
элемента аь на место I.

Пусть М—множество элементов, порождающих группу G. Тогда 
каждый элемент группы G есть произведение конечного числа степеней 
некоторых элементов множества М. Очевидно всякое непустое множе
ство элементов группы G порождает подгруппу.

Теорема I. Пусть М—-множество элементов, порождающих груп
пу G, и Й—инвариантный комплекс группы G.

Если § есть подгруппа, порождаемая всеми элементами множе
ства М, не принадлежащими комплексу Я, и Q—инвариантная под
группа, порождаемая всеми элементами инвариантного комплекса й, 
то § Q совпадает с G.
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Доказательство. Если q—элемент подгруппы Q и g—элемент 
группы G, то g-1 qg можно представить как произведение конечного числа 
степеней некоторых элементов инвариантного комплекса Я, т. е. элемент 
g-1 qg принадлежит Q, откуда g-1 Q g = Q- Следовательно Q—инвариант
ная подгруппа группы G.

Заметим следующее: если gi=?ig25 гДе qi—элемент Q, a g1 и g2— 
элементы группы G, то путем перемещения g2 можно представить gt 
в виде произведения gi = g2?*> где q* есть элемент Q.

Далее, каждый элемент g группы G можно представить в виде про
изведения конечного числа степеней некоторых элементов множества М:

g = т*1 т? ...т?, (3)

где т^ т2, ... , т^ — элементы множества М и а1; а2, ..., а*—не
которые целые числа. Пользуясь вышеизложенным замечанием, заклю
чаем, что путем перемещения в (3) степеней элементов множества М, 
не принадлежащих инвариантному комплексу Я, можно представить 
g в виде: g = hq2, где h—элемент подгруппы § и ^2 — элемент Q-, 
следовательно G — &Q. Теорема доказана.

Теорема II. Если А—конечный класс группы G, заключающий 
элементы конечного порядка, то все элементы класса А порождают 
инвариантную подгруппу Q конечного порядка.

Доказательство. Обозначим через а15 а2, ... , а^ элементы 
класса А порядка к, через 3—порядок элемента аг, очевидно имеем:

at = 1; i = 1, 2.......к. (4)

Всякий элемент qj подгруппы Q можно представить в виде произведе
ния конечного числа степеней элементов класса А. Пользуясь (4), заклю
чаем, что для всякого элемента qj подгруппы Q существует такое 
наименьшее положительное целое число т = m(qj), что qj можно пред
ставить в виде произведения т элементов:

Qi = аіг аіг ... аіт, (5)

при этом множители а^, а^, ... , агт суть некоторые элементы класса А. 
Если среди элементов а^, а^, ... , а,т имеется а элементов, равных as, 
то будем говорить, что элемент as встречается в произведении (5) а раз.

Представление элемента qj в виде произведения т элементов класса А 
будем называть нормальным представлением элемента qj, число т—дли
ною элемента qj. Два нормальных представления элемента qj будем 
считать различными, если они отличаются либо множителями либо 
порядком следования множителей.

Рассмотрим множество П всех нормальных представлений эле
мента qj, т. е. множество различных произведений вида (5). Очевидно 
П содержит конечное число различных таких произведений.

Пусть as— элемент класса А; очевидно в каждом из произведений 
множества П элемент as встречается не более т раз. Следовательно 
паре элементов as и qj можно сопоставить число ащ, удовлетворяющее 
условиям:

1) Среди произведений множества П имеется по крайней мере одно 
произведение, в котором элемент as встречается aSj раз.

2) В каждом произведении множества П элемент as встречается 
не более a.sj раз.



— 73 —

Очевидно 0 : as} С т.
В частности если aS3 = т, то qj = я’"Л
Заметим теперь, что при aSJ- < т имеется нормальное представление 

элемента qj вида:
qj=a^qj+^ (6)

где qj+i есть произведение т — asj элементов класса Л; при этом т — ос
есть длина элемента g3+i и aS3+i = 0. Кроме того для любого элемента 
at класса А имеем aij в частности если a(J- = 0, то и a(j.+1 = 0.

Действительно, рассмотрим нормальное представление элемента qj, 
в котором as встречается asj раз; путем последовательного перемещения 
элементов as этого произведения на первое место очевидно получим 
нормальное представление элемента qj вида (6). Длина элемента qj+i 
равна т — as,, так как произведение (6) есть нормальное представление 
элемента qj. Далее aSj+i — 0, так как, предполагая aSJ+1 > 0, заклю
чаем, что имеется нормальное представление элемента qj, в котором as 
встречается более aSJ раз, что противоречит определению числа aS3. 
Наконец atj - ац+ь так как предположение a(3+i > ay противоречит 
определению числа а.ц.

Пусть q1—какой-либо элемент подгруппы Q длины тх. Если au = 
— тх, то ^, = я““. Если же au < mv то, пользуясь вышеизложенным 
замечанием, заключаем, что для qr существует нормальное представле
ние вида:

?і 11 
причем а12 = 0.

Рассуждая аналогично для q2 и т. д., предположим, что мы уже 
получили нормальное представление элемента qt вида:

qi = ... arL^-1 qT\ 2^r<k, (7)
причем

a^ - 0; ®2r — 0; • ••; вг-іг — о и an 4~ a22 4” ••• 4“ «г-н—i < nij.

Тогда если ац + a22 + ••• + ar, = пц, то, очевидно, имеем:

qt = в?” а?” ..'аггг.

Если же ап + а22 + ••• + аГг < то для qr существует нормаль
ное представление:

qr = arrqr+i, (8)
причем 

®ir+i — ®2r+i — 0; arr+i = 0.

Из (7) и (8) получаем для qt нормальное представление:

71---  Qr+iy
при этом

air+i = 0; a2r+1 — 0; • ••; arr+i — 0 и an a22 -p 4- arr < ml.
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Таким образом убеждаемся, что для элемента существует нор
мальное представление вида:

а, а- аь
причем

О < а( < 3; г=1, 2, .... к,
и

Лі + а2 + ••• + afe = тг

Следовательно Q есть подгруппа конечного порядка и, по теореме I, 
инвариантная подгруппа группы G, что и требовалось доказать.

Теорема III. Если М—множество элементов, порождающих 
группу G, и Й—инвариантный комплекс, состоящий из конечного числа 
элементов конечного порядка группы G, то подгруппа, порождаемая всеми 
элементами множества М, не принадлежащими комплексу St, есть под
группа конечного индекса группы G.

Доказательство. Обозначим через Q подгруппу, порождаемую 
всеми элементами инвариантного комплекса Й- Пусть комплекс й 
состоит из п конечных классов А^ А2,..., Ап группы G.

Из теоремы II заключаем, что все элементы класса А, (для 
i=l,2,..., и) порождают нормальный делитель Q, конечного порядка 
группы G; при этом

Q = Qi Qt-Qn.

Следовательно Q есть подгруппа конечного порядка.
Обозначим через § подгруппу, порождаемую всеми элементами 

множества М, не принадлежащими комплексу й; по теореме I имеем:

G = §Q.

Так как Q—подгруппа конечного порядка, то § есть подгруппа 
конечного индекса группы G, что и требовалось доказать.

Отметим одно из следствий теорем II и III:
Группа, порождаемая п элементами конечного порядка, п—1 кото

рых принадлежат к конечным классам, есть группа конечная.
§ 2. Укажем сначала некоторые вспомогательные предложения.
Лемма 1. Пересечение конечного числа подгрупп, каждая из кото

рых есть подгруппа конечного индекса группы G, есть подгруппа конеч
ного индекса группы G.

Доказательство. Пусть §2, —подгруппы конечного
индекса группы G. Обозначим через 1\ пересечение подгрупп и §2, 
т. е. §3], аналогично D2 = [D3, Dk_r= [Dk_2, Оче
видно есть пересечение подгрупп ®2, Пользуясь теоре
мой Пуанкаре (2), заключаем, что D^-i есть подгруппа конечного 
индекса группы G. Лемма доказана.

Далее имеем очевидное предложение.
Лемма 2. Если §—подгруппа группы G, D—подгруппа § и нор

мальный делитель G, то множество смежных систем разложения G 
по модулю § эквивалентно множеству смежных систем разложения 
факторгруппы по модулю ® .
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Лемма 3. Если б—подгруппа конечного индекса группы G, то б 
имеет подгруппу D, являющуюся инвариантной подгруппой конечного 
индекса группы G, при этом индекс б равен индексу $ , т. е.:

Доказательство. Очевидно, G содержит конечное число раз
личных, сопряженных с § подгрупп. Обозначим через D пересечение 
всех подгрупп, сопряженных с б. Пользуясь леммой 1, заключаем, 
что D есть инвариантная подгруппа конечного индекса группы G. 
По лемме 2 имеем:

(с. «) = (£.
Лемма 3 доказана.
Следствие. Если б—подгруппа конечного индекса некоторой 

р-группы Р, то индекс б есть степень числа р.
Действительно, пусть D есть пересечение всех подгрупп, сопряжен

ных с б; по лемме 3 D—инвариантная подгруппа конечного индекса 
группы Р и

(£■ $') = №■ W

Далее, факторгруппа ~ есть группа конечного порядка, при этом 

порядок каждого ее элемента есть степень числа р, т. е. факторгруппа 
р

есть конечная р-группа. Вследствие (9) индекс б есть степень 

числа р, что и требовалось доказать.
Теорема IV. р-группа имеет отличный от единицы центр, если 

она содержит по крайней мере один отличный от единицы конеч
ный класс.

Доказательство. Пусть А—конечный класс р-группы Р. Эле
менты класса А по теореме Л порождают нормальный делитель 91 
конечного порядка рп группы Р. Обозначим через а какой-либо эле
мент нормального делителя 21. Элемент а принадлежит к конечному 
классу группы Р, так как множество всех элементов нормального де
лителя 21 есть совокупность некоторых конечных классов группы Р. 
Нормализатор V элемента а в группе Р есть следовательно подгруппа 
конечного индекса группы Р. По следствию леммы 3 индекс подгруппы 
V есть степень числа р. Следовательно, порядок класса сопряженных 
с а элементов группы Р есть степень числа р.

Пусть нормальный делитель 21 распадается на к классов группы Р, 
причем порядки этих классов суть числа ах, а2,..., а^, тогда

р" = а,. а2 + ... + а*-

Числа а17 а2, ..., суть степени числа р, и так как = 1 (элемент 
единица составляет класс), то кроме единицы группа Р должна иметь 
еще и другие инвариантные элементы, что и доказывает теорему.



— 76 —

Из теоремы IV следует, что р-группа, центр которой равен единице, 
не содержит ни одного отличного от единицы конечного класса.

Поступило 
5 III 1937.
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