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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

В. И. СМИРНОВ, член-корреспондепт Академии Наук СССР

РЕШЕНИЕ ПРЕДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 
В СЛУЧАЕ КРУГА И СФЕРЫ

Рассмотрим сначала волновое уравнение в плоском случае

dt3 “ дх3 ду3 ‘ ' '

Легко показать, что если ср[^, М (х, у)] есть решение уравнения (1), 
однородное, нулевой степени относительно переменных (t, х, у), кото
рое обращается в нуль на окружности ar — t, где г = х2 -р у2, то 
выражение

t-ar
У ю (т) ср (t—т, М) dx, (2)

где <и (т)—произвольная непрерывная функция, есть также решение 
уравнения (1). Мы можем написать решения уравнения (1), удовлетво
ряющие указанным выше свойствам. Эти решения имеют вид:

что может быть написано с точностью до постоянного множителя в виде:

, Z р Л ГТ С t A cos
Г 1 sin ту

где
Um (х) = Tm+i (ж),

(т=1, 2, ... ; t^ar), (3)

Тт (ж)=со8 (m arc cos ж)

и (г, ср)—полярные координаты точки М. В случае т = 0 вместо (3) мы 
имеем решение Volterra:

log (~ + /да-1) ■ <4>

Поставим задачу: найти решение уравнения (1) в области г>1, 
если

^(1,^)1 = 1 =0 ' -(5)
т ' ' |f=o dt |t=o ' 7
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и условие на окружности г = 1 имеет вид:

I 1 ( COS mf{ Anm<i (б)

Для дальнейшего достаточно предположить, что заданная функция 
/т(<) имеет непрерывные производные до третьего порядка и что имеют 
место условия: /т (0) = fm (0) = 0. Мы будем искать это решение в виде:

t— аг + а
/ . 71 < \ \ АТТ fl " \ / Г COS 17 b Ф / 'Л \J wm(T)j/ —— J dz X {sin • (7)

V

Мы не можем дифференцировать два раза под знаком интеграла, 
но, интегрируя по частям, легко показать, что формула (7) дает нам 
решение уравнения (1). Это решение удовлетворяет условиям (5) и 
имеет на фронте волны прерывность не выше второго порядка. Усло
вие (6) дает нам интегральное уравнение для wm(T):

t __________ ______

0

или, дифференцируя no Z, мы будем иметь эквивалентное уравнение:

С
Г‘»|т>77^ ' , (”•-». 1, 2. (»)

Л у (t — r + a^ — a2

Для волнового уравнения с четырьмя независимыми переменными
„ д2у 32у д2у

Щ2 дх2 Зу2 02*

решения, удовлетворяющие указанным выше условиям, имеют вид:

(>п+1 Г-") Р™ (cos0)COS w? , х т \агу п ' ' sin ту (n = 0, 1,...; т = 0, 1,..., я), (9)

где (cos ft) cos ту 
г = ж® + у2 + 2 2:

и Р^ (cos fl) sin ту суть сферические функции,

X
Qn+L (х) = J Рп (j:) dx 

1

и Рп(х)—полиномы Лежандра. В этом случае для предельных усло
вий вида:

Ф (У м) |r=1 = fm, „ (о р^ (cos а) (10>
надо положить:

t-ar + a
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и для функции шт>тг(г) мы будем иметь интегральное уравнение: 
і

f = й ({>0). (12)
Ч

Уравнение (8) принадлежит к типу уравнений, рассмотренных еще 
в 1884 г. Сониным^). Уравнение (12) в предположении, что суще
ствует непрерывная производная/^.п (0> преобразуется в интегральное 
уравнение Volterra второго вида с ядром, зависящим от разности аргу
ментов (2).

Мы можем очевидно предположить а = 1 и, применяя обычные ме
тоды, мы будем иметь решение уравнения (8) в виде:

(Т) “ J Нт (Т — ж) fm {х) dx, (1о)
о

где ядро Нт (z) (z > 0) выражается формулой:
с —-І со

Hn(z) = ± [ e^-fr^ds. (14)
J SHm (S)

c — i co

В этой формуле с есть достаточно большое положительное число, и, 
чтобы получить функцию Rm(s), надо в полином Tm(t) подставить 
(—l)^^) (s) вместо tp, где Ко (s) есть известная из теории функций 
Бесселя функция Macdonald’a. Легко показать, что при z—>--(-0 фун
кция Нт (z) стремится к бесконечности порядка .

1 3
Решение уравнения (12) выражается формулой

^т, п (^) — fm. п (т) j Нт, п (Т г) (х) dx, 
о

где Hm>n(z) равна сумме вычетов функции:
_чп

X (5) — •--------------------------------------------- —---------- с8'
v ’ sn_|_s»-ip;(i) + s”-3р;(і) + ... + р<п\і)

(15)

по отношению к нулям знаменателя.
Сингулярные решения (3) и (8) могут быть получены естественным 

образом путем применения общей теории, данной С. Л. Соболевым и 
автором (3).

Заметим наконец, что можно применить сингулярные решения, ука
занные выше, к решению задачи для внутренней части сферы и круга. 
Рассмотрим например случай сферы и условия (9) на поверхности этой 
сферы. Надо взять решение в виде:

Г + 1 — 1

ф = J Qn +1 -J dr X (cos ft) cos m^, (16)
0 
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где мы положили а = 1. Функция ®тіП(т) может быть определена, как 
и выше. Решение (16) имеет место при 0</^1. Затем надо приме
нить формулу Пуассона, чтобы привести к нулю начальные данные. 
Эта формула Пуассона дает нам решение при 1 t 2. Для интер
вала 2 3 надо применить решение вида (16), изменяя предельные
условия при помощи формулы Пуассона.

Институт математики и механики Ленин- Поступило
градского государственного университета. И XI 1936.
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