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МАТЕ МА ТИКА

И. €. КОШЛЯКОВ, член-корреспондент Академии Наук СССР

ОБ ОДНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ
И ЕГО ПРИМЕНЕНИИ В ТЕОРИИ РИМАНОВОЙ ФУНКЦИИ £ (s)

Предметом настоящего сообщения является вывод одного преобразо
вания определенных интегралов, следствием чего получается возмож
ность найти новые выражения для Римановой функции £(s) (\ 2).

Предположим, что при заданных функциях ср (ж) и ф (ж) имеет место 
соотношение ,

СО со

У а ср {ах) ф (х) dx = b j ср {bx)-^ {х) dx, (1)
о о

причем параметры а и Ъ связаны равенством ab = к, где через к обо
значена какая-нибудь абсолютная постоянная.

•— і/ к
Полагая в (1) а = ]/ к пи, Ъ — , найдем, что

1 ОО 1 со _

us~1du^ ^{}/knux)^{'dx)+^-^u-sdu^ ср(ж) dx =
оо оо

со оо __

= u^du j ф(і2^ф(ж)^. (2)

О о

Применяя в последнем интеграле порядок интегрирования и вводя 
обозначение

СО со

ф {х) Xs-1 dx, (3)
и о

получим следующее преобразование функции Ф($):
S—1 3 1 1

(ар) - Ф (s) = 0 J 2 J us~l du j" ср (а хи) ф {х) dx + 
о о

1—S 1 со

u~s du ) ср (р хи) ф {х) dx, (4)
о о

Ф (s) — j ср {х) х^

1*
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где постоянные а и р связаны соотношением аР = к. Если функция 
ф (ж) допускает разложение в степенной ряд, то формула (4) может 
быть заменена следующей:

(оф) 2 Ф (s) = 2 j F (s, аж) ф (ж) dx ф-
О

ф-2 J ^(1 — s,$x)ty(x)dx, (5)
о

где
pis х} _ + в £ + £2 + ... ,fi.
-Г ^,Ж) — s + S + 1 1! S + 2 2! (6)

ар = к, 0 < Res < 1.
Полагая в формуле (4) а = р = У к и $ = * ф- у , найдем, что

Re [к 2 Ф(«)} J и = 4 'V(z)costzdz, (7)
S = '2 + 2’ О

где
ОО

Ч7 (z) = e~z ф (Ук е~2гж) ф (ж) dx. (8)
о

Обращая интеграл (7) по формуле Фурье, найдем, что

С Re {к 2 Ф(я)} J Hcos2z« dt = тсТ(г), (9)

где функция Ч’ (z) может быть представлена так:

'Е (z) — ez ф (Ук eiz х) ф (ж) dx. (10)
о

Остановимся на некоторых частных • случаях полученных преобразо
ваний. •

Пусть
ф(ж) = е-жг, ф (ж) = ^7^- —log ж; к = и; 0<Вс$<1. (И)

Г 1 ~г &)

Из интегралов Лапласа
ОО

е-ах> . 2 е~^уг cos dy (12)
и 9

J { Гф^) - 1о§ ж } cos ^Ух dx = ^ {Jut у)’ - los У } (13>
* •

вытекает, что (3)
р _а8хг ГГ' (1 +*) т I jУа\е

О

,/Т С -ЬЧ' (1 + Я) 7 1 J= Уьуе 1Г (1 + Ж) ~1о§ж/ dx, (14)

где ab — тс.
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Так как

<15>
то разложение (5) дает в рассматриваемом случае следующий ре
зультат:

S 
у со

= j (S, {г ц J— log a;} da; +
V 0

1—8

+ (« ) j ЛC1 — Рж) { T[t + $ — loga; } da;, (16)
о

где
ri / \ Sinns , ■ . I 1 Ж2 1 . X4 1 1 /ЛПХ

e (S) = TC“* Г(£)№, 3 (0 = s (4+ if), = y.
Обращаясь к соотношениям (7) — (10), находим в рассматриваемом 

частном случае следующие формулы:
СО

ch— С
sQ J) = (<2 + 1) V х (z) COS tZ dz, (18)

о

где
ОО

^(z) = е-г f е-^х2 { - log х } dr (19)
0

и, обратно,

С е"™42*2 (20)J t» + JL chnf J 1г(1 + х) J ' '
о 4 о

Последний результат принадлежит Hardy (*).
Рассмотрим теперь второй частный случай, относящийся к разложе

ниям, связанным с числовой функцией т (п) числом делителей п. Мною 
было доказано (5), что

ОО со

Ўа j e-^{a(a;) + ^}da: = ]/i Je-b3C{a(ar) + ~}da;, (21)
о о

где ab = 4и2 и
со

а(ж)=— С + log a;—A + -S J (22)

что соответствует формуле (1) при

?(^) = е~х; ф (х) = о (х) + , Л = 4тс2.

Принимая во внимание, что
= (23>

' ’ sinns (2п)5
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получим 
■ • ■ . s

у 00
4(s)Ul —= J F2(s,ax) {а(ж) + ^} +

0

1—s
"2~ °°

+(«) Чо-^М’М+іУ <24>
0

где = 4к2 и
7? Z \ П • fl X 1 , Ж4 1 I„(s,x) = 2sinus (--------------- -  4- — -------  — ... > .2' ’ ' I s 1! s + 1 1 2! s + 2 J

Применяя формулы (7) и (9), найдем, что
ОО

| ^(4 + 4) f = 8 ch Y J ^2 W cos tz dz. (25)
0

где
oo

— e ~2 j е-^гл-^х I Q _L I (26)
0

и, обратно,
co 00
J IO + “ ) f J {• W + АЬ (27)
0 0

Имея в виду привести третий пример, введем в рассмотрение функ
цию X (х), определив ее разложением

ОО

х = - I- + 2G-2 г (п) {_ А} , (28)
V /с- IV J

где С — постоянная Эйлера, а

C^lim {^ + ^+ ... +lgg2 loga(n + l)l . (29)
И-7ОО 1^3 П 2 J

ОО

Применяя сумматорную формулу для сумм вида т (n)f (п) (6), по- 
1

лучим следующее представление функции X (ж): 
■ ' со •

Х(х} — 2Clogx~ ylog2x = — 2 J + (30)

откуда вытекает формула •
об

= {Aloga^ + oClog^-X^)}^, 0<Bes<l. (31) 
О

Далее, на основании интеграла Hardy (7)
ОО

^J0(t)Ya(Fyt^Y0(2x)-XK0(2x) (32)
О



можно доказать, что
ОО

К0{ах)^ f К^у} {^K0{ir.]/rxy)—Y0^-rz\^xy)}dy (33)
С4 j \ 14 У V 41 '

0

и следовательно
ОО

j Kq (ax) { X (x) — 2C log x — ~ log2 я jdx = 
0 

co co

= Ko(~~ y^dy го^Уух) } {Х(ж)~
0 0

— 2Clog«— rl°S2 dx. (34)
Принимая теперь во внимание формулу (30)

СО

J {х (х)— 2Clog£ — 4"1°82ж} А'о (4тг)А/я:)— 5 о (4~ \^yxj dx =
О

= ~{x(y)-2CloSy-^lOg2y}, (35)

найдем, что
ОО

j/a У Kq (ах) { X (х) — 2С log х log2 х j dx — 
о со

= У b J Ко (Ьх) {х (х) — 2С log х---- log2 я} dx, (36)
о

тде аЬ = 4т:2, что соответствует формуле (1) при
q(x) = К0(х)-, ф (ж) = X (ж)— 2Clog£— -^-log2#; к = ік2.

В рассматриваемом случае

<37>
и формула (7) дает

ОО 

eh — у 

е\4)=' зт cos tz dz' (38> 

6

где
ОО

xF3(z) = e-2 Ко (2те-2гж) {% (ж) — 2Clog;r—ilog2z}dx (39)
о

и, обратно,
СО

S
S2(i) cos2zi ,f 

Г\2 ch« at “С" + 4 ) 
о

ОО

+ ег Ко (2тсе2гж) X (х) — 2Clog£ — log2 я:} dx. (40)
о
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