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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О СХОДИМОСТИ ПОЧТИ ВЕЗДЕ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 16 II 1937)

В моей недавней заметке «О последовательностях линейных опера­
ций» О были даны различные теоремы о сходимости последователь­
ностей линейных операций в полуупорядоченных пространствах. Здесь 
я даю применения этих теорем главным образом для случая, когда У 
есть пространство S измеримых функций. Так как в этом случае (^-схо­
димость есть сходимость почти везде (2), то это и дает возможность 
единым методом установить ряд теорем частью новых, частью уже из­
вестных о сходимости почти везде различных последовательностей.

§ 1. Теорема. Пусть X—регулярное полуупорядоченное или ли­
нейное нормированное пространство, Un (ж)—последовательность линей­
ных операций класса НУ переводящих X в пространство S измеримых 
функций { ^(?) } , т' е-

y(t) = Un{x, ty
при этом: 1) lim Un (х, t) конечен для почти всех t при каждом х£Х, 

п->оо
2 ) lim Un (х, t) существует при почти всех t для х из некоторого мио- 

п->оо
жества плотного в X. Тогда последовательность Un{x^ t) сходится для 
почти всех t при каждом х£Х.

Доказательство. Заменяя х на —х, видим, что lim Un(x, t) ко-
п->со

нечен при почти всех t. Следовательно для каждого х£Х множество 
функций { Un(x, 1) } ограничено в S; применяя поэтому теорему 6 моей 
заметки (х), приходим сразу к заключению теоремы.

Для случая, когда X—нормированное пространство, приведенная тео­
рема была установлена раньше S. Вапасй’ом (3).

§ 2. Пусть x(t)—функция, определенная и суммируемая на проме­
жутке (a, by Пусть I—подвижный интервал, помещенный около точки s, 
111—его длина. Ставим вопрос о сходимости дифференциальных отно­
шений первообразной функции для x{ty

U) (х, 5) = ~ J х (?) dt
I

к x(s), когда Мы рассматриваем эти дифференциальные отно­
шения как линейные операции.

Если положить
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x* (s) — sup Ux (x. s),
i

то, как показали Hardy и Littlewood (4), при жЕЕ^, функция x* также 
принадлежит L^. Следовательно если операции Uj(x) рассматривать 
как операции из Lp в Lp, то при каждом х их значения образуют 
(о)-ограниченное множество. Далее очевидно, что для х (t) непрерывных 
(образующих плотное множество в Lp) последовательность Ui (х, s) будет 
равномерно сходиться к x(s). Поэтому, применяя теорему 6 (4), приходим 
к следующему результату:

Если функция х класса Lp, то дифференциальные 
отношения ее первообразной (о)-сходятся к x(s) в про­
странстве Lp. ь

Аналогично доказывается, что если J\х (t) | lg+ |х (t) | dt < + оо, то 
а

те же дифференциальные отношения (о)-сходятся к x(s) в L.
Если x^L, то эти дифференциальные отношения не обязательно 

(о)-сходятся к ней в L. Простым примером этого является функция 
ж(£), определенная в (0,1) так:

п ’• 1 1X(t) — . , при ■ ,' ' п 1g2 п г (п + 1) 1 п!

Поэтому представляет некоторый интерес теорема о том, что
Если жЕ£, то функции ^(ж,s) будут (о)-сходиться к ж(я) в про­

странстве LT (2), где Т (и) =--------—--- . Благодаря теореме 6 доста-
(1 + lg2 «)1+Е

точно установить, что ж*Е£г. Положим — Е [ж* (s) > N]. Каждую 
точку Ем можно окружить интервалом 1 таким, что j | х (t) | dt > N\I\.

Іі
Из этих интервалов можно выделить интервалы попарно без общих 
точек с суммой длин — m Ем- Пусть S—сумма их, тогда имеем оче­
видно:

ь
4 mEN ^mS f | ж (/) | dt < ~ f | ж (t) | dt.

8 ‘ а
Отсюда

^T[x*(t)]dt < b — а + 2 J T[x*{t)]dt< 
а й=2 E2k-i-E2k

со оо b
< + 2 -(1 + 18>.)W » <(»-«)+( 2^) J । do

§ 3. Пусть Z2—пространство последовательностей ж=(я15 а2 ...);^а}<+ со. 
Пусть { $i(Z) }—система ортогональных и нормированных функций вй<

t Ь. Рассмотрим последовательность операций, переводящих Z2 в L2:

, п
y = Un_{x)^^iT^1(fk (1ёк = ^к).

Л = 1
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Мы утверждаем, что последовательность Un(x) будет (о)-сходиты я 
в L2. Так как сходимость на элементах вида х = (ах, а2, ап, 0,0, 0 ...) 
очевидна, достаточно установить (о)-ограниченность последовательности 
ип(х) при каждом х^12.

Положим
sh, i (х) = Uh2J'+2J-' (х) Uh2J (х),

ОО ОО со 1

т(х) = Iиг(х)н21Д^І + {22(/Ч^)Ы<)г.

7 = 1 2,J j=lh=l

Тогда: 1) T(x)£L2. Действительно
co co co 1

II T (X) ||L2 < I! U. (X) || + V II *1 . WII + {2 2 0 + Jg й) II i № Н2Г 

3=1 2’ 3 = 1 Л=1

oo fe = 2^ 4 co co hZf+Zj-1 1

7 = 1 k=2^+i ' 6 ' j=i h = lk = h2J^

co oo 1 co 1

M=1 z Vfe = l 7 4 = 1 '

2) \Un (x) I < T (x) для всех x£X и n = l,2, .... 
Пусть

n = 9X + 92 • 2 + 93 • 22 + ... + 9r 2^‘ + 2' (9; = 0, 1).

Тогда при подходящих целых hj, имеем:

I Un (x) I = I U2r(x) 4- 2 (x)
3=1

Применяя теперь неравенство Коши и пользуясь тем, что 2r<Aj 2’, на­
ходим

г J_

I Un (X) I < I U2r WI + { r 2 I W I2} 2 < IU. (X) I +

7 = 1

=r r 1

+ 2 I . (X) I + { 2 ІІ + lg Лз) I shj; j [x) I2 }T < T (ІГ).

Итак (о)-ограниченность последовательности { Un (x) } доказана, а тем 
самым установлено и наше утверждение. Легко видеть, что доказанная 
сейчас теорема представляет известную теорему Меньшова—Radema- 
cher’a(5) об ортогональных рядах в несколько усиленной формулировке. 
В доказательстве мы также использовали основную идею Rademacher’a.
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ОО

Заметим, что предельная операция U (ж) = ■ фь будет опе-
й = 1'1 + g

рацией класса Hft, но в общем случае не будет Щ.
Институт математики и механики Получено

Ленинградского университета. 16 II 1937.
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