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Введение 

Данный практикум не содержит подробных выводов основных 
формул и теорем, поэтому изучение теоретического материала неко-
торых разделов рекомендуется проводить самостоятельно.  

Основное уравнение динамики материальной точки 

 F ma
 

  (1) 

(второй закона Ньютона) и следующие из этого уравнения две задачи 

динамики подробно изложены в [1, 2]. Определение кинетической 

энергии точки 

  
2

2 2 2( ) ( ) ( ) ,
2 2

x y z

mv m
T v t v t v t   


  (2) 

работы силы 

  
2 2

1 1

1,2 ф( ) ( ) ( ) ( ) ,

s t

x x y y z z

s t

A F F ds F v t F v t F v t dt    


 (3) 

а также теорему об изменении кинетической энергии точки  

 
1,2 2 1( ) ( ) ( )A F T t T t 


  (4) 

рекомендуется изучать по учебникам [2�4].  

Задачи о колебаниях материальной точки сводятся к решению 

линейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоян-

ными коэффициентами.  

Ниже приведем основные соотношения из теории колебаний 

(результаты будут использоваться в задачах 5�7). 

Движение точки массы m  под действием силы упругости и силы 

сопротивления вдоль оси OX  описывается уравнением 

    упр сопр( )
x x

mx t F F 
 

  (5) 

или с использованием выражений  

 упр ( );
x

F сx t 


  сопр ( ),
x

F x t 


  
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где  с � жесткость упругого элемента   2( 0,  Н м кг/с )с с   ,  

  � коэффициент сопротивления  ( 0,  (Н с) м=кг/с)     . В ре-
зультате получаем 

 ( ) ( ) ( ) 0.mx t x t cx t      (6) 

После приведения уравнения (6) к стандартному виду 

 2 2

0( ) 2в ( ) щ ( ) 0;  в ;  ,
2

c
x t x t x t

m m


         (7) 

где   � параметр сопротивления среды;   � параметр упругости (соб-

ственная частота), получаем дифференциальное уравнение, описы-

вающее различные случаи колебаний материальной точки. 

Случай 0   соответствует свободным колебаниям с периодом 

2T   : 

 2

0( ) ( ) 0.x t x t     (8) 

Решением уравнения (8) является выражение 

  0( ) sin ,x t A t     (9) 

в котором A  � амплитуда колебаний и 0  � начальная фаза [5, 6]: 

 

2

2 0
0 ;xv

A x
     

 0
0

0

arctg .
x

x

v

 
   

   

(10) 

Эти величины определены через начальную координату 
0 (0)x x  и начальную скорость точки 0 (0)xv x  .  

Основным свойством свободных колебаний является постоян-

ная амплитуда.  
Графики колебательного процесса для различных значений на-

чальных условий представлены на рис. 1. 
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а) б) 

  

в) г) 

Рис. 1. Графики свободных колебаний для различных знаков х0 и v0х:  

а � график свободных колебаний в случае х0  0, v0х   0; б � график свободных  
колебаний в случае х0  0, v0х   0; в � график свободных колебаний  

в случае х0  0, v0х   0; г � график свободных колебаний в случае х0  0, v0х   0 

Случаю затухающих колебаний соответствует значение в 0.  

Если выполняется соотношение в щ,  то имеем режим апериодиче-
ского затухания, так как сила сопротивления преобладает над силой 

упругости. Решение дифференциального уравнения (7) в таком случае 
примет следующий вид: 

 
   2 2 2 2в в щ  в в щ  

1 2( ) .
t t

x t C e C e
     

    (11) 

Константы 1 2,  C C  определяются из начальных условий 0x  и 0xv . Гра-
фики апериодического режима колебаний для различных значений 0x  

и 0xv  представлены на рис. 2. 
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а) б) 

в) г) 

Рис. 2. Графики апериодического движения для различных  
начальных условий х0 и v0х:  

а � график колебаний в случае х0  0, v0х   0; б � график колебаний  

в случае х0  0, v0х   0; в � график колебаний в случае х0  0, v0х   0; 

г � график колебаний в случае х0  0, v0х   0 

Наконец, случаю щ в  соответствует периодический режим за-

тухающих колебаний с периодом 
2 2

з.к 2р щ вT   , так как сила уп-

ругости преобладает над силой сопротивления. Решением дифферен-

циального уравнения (7) в таком случае является 

  в 2 2

0( ) sin щ в ц ,tx t ae t    (12) 

где a  и 0ц  определяются из начальных условий [6, 7]. Амплитуда A  

затухающих колебаний из (10) определяется как 

 в
з.к з.к( ) ;  0 при .tA t ae A t     (13) 
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Графики периодического режима затухающих колебаний для 
различных значений 0x  и 0xv  представлены на рис. 3. 

а) б) 

в) г) 

Рис. 3. Графики периодического затухания  для различных  
начальных условий  х0 и v0х:  

а � график колебаний в случае х0  0, v0х   0; б � график колебаний  

в случае х0  0, v0х   0; в � график колебаний в случае х0  0, v0х   0; 

г � график колебаний в случае х0  0, v0х   0 

Задача 8 посвящена вынужденным колебаниям. Ниже кратко 
определим основные соотношения в изучаемом случае. Дифференци-

альное уравнение вынужденных колебаний записывается в виде 

 ( ) ( ) sin( д),mx t cx t H pt      (14) 

где H � амплитуда возмущающей силы и p  � ее частота. Приведем 

(14) к стандартному виду: 

 2( ) щ ( ) sin( д),x t x t h pt     (15) 

где h H m  и 2

0щ c m  � собственная частота колебаний. Отметим, 

что случай щp   соответствует вынужденным колебаниям малой 
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частоты, щp   � вынужденным колебаниям большой частоты. В слу-
чае щp   наступает резонанс колебаний. В примере решения задачи 8 

будет изложена процедура решения дифференциального уравнения (14), 

поэтому ниже приведем ответ только для случая резонанса [8, 9]: 

  0 резонанс( ) sin щ ц ( ),x t A t x t     (16) 

где  

 резонанс
р

( ) sin( д ).
2щ 2

h
x t t pt     (17) 

Зависимость резонанс ( )x t  представлена на рис. 4. 

 

Рис. 4. График вынужденных колебаний точки при резонансе 

Задача 9 посвящена динамике вращательного движения тела. 
Основное уравнение 

 еzM J
 

  (18) 

используется для решения задачи о вращении однородного диска с 
моментом инерции 2 2zJ mR . Отметим, что общее выражение  
и примеры расчета моментов инерций однородных тел представлены 

в [7, 10]. 

Раздел аналитической механики предлагаемого практикума по-
священ уравнению Лагранжа второго рода 

 
d T T

Q
dt q q

 
 

 
 (19) 
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для систем с одной степенью свободы. Вывод уравнения Лагранжа,  
а также определение обобщенной силы Q изложены в [5, 11].  

Отметим также, что в практикуме используется элементы диф-

ференциального и интегрального исчислений. Эти теоретические во-
просы подробно изложены в учебниках [9, 12, 13]. 
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ЗАДАЧА № 1 

Точка M  массы m  движется вдоль прямой OX  указанному  
закону ( )x t .  

Найти: 

1. Скорость ( )
x

v t , а также ускорение точки ( )
x

a t . 

2. Выражение для силы, действующую на точку ( )
x

F t , модуль 
силы в указанный момент времени 

1
t .  

3. Работу силы ( )
x

A F  при 
1 2

[ , ]t t t . 

4. Импульс силы при 
2 3

[ , ]t t t . 

Исходные данные приведены в табл. 1.1.  

Таблица 1.1 

Исходные данные 

№  

п/п 
m, кг  х(t), м t1, с t2, с t3, с 

1 2,5 23 3cos((р ) / 4)t t   1,5 2 7 

2 1,5 3 4cos((р ) / 4)t t  2,5 5,5 9 

3 2 8 sin((р ) / 2)te t  3 2 7 

4 3,5 cos((р ) / 2) 6sin((р ) / 3)t t  4 3 9,5 

5 4 5 sin((р ) / 4)te t  1,5 5 8,5 

6 2,5 2 3sin((р ) / 3)t t  2 5,5 8,5 

7 3 3 3 4cos((р ) / 2)tt e t   1 4,5 8,5 

8 4 2 5cos((р ) / 3)te t t   2,5 5 7,5 

9 2,5 33 2cos((р ) / 3)t t   3 4,5 7 

10 1,5 26 3sin((р ) / 4)t t  3 3 7,5 

11 2,5 6cos((р ) / 4)t  0,5 2 7,5 

12 3,5 2 2sin((р ) / 2)te t   1,5 1 9 

13 1 34 6 5sin((р ) / 4)te t t   0,5 4 9,5 

14 3 3 3sin((р ) / 4)t t  4 2 6,5 

15 3,5 cos((р ) / 2) 8sin((р ) / 4)t t  0,5 4,5 8,5 

16 3 4cos((р ) / 4)te t  4 5 6,5 

17 3 2cos((р ) / 2) 4sin((р ) / 3)t t  1,5 4 7,5 

18 3 27 2 5sin((р ) / 2)te t t   2 3 9 

19 3 2 37 2cos((р ) / 3)te t t   1 5 9,5 
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Продолжение табл. 1.1 

№  

п/п 
m, кг  х(t), м t1, с t2, с t3, с 

20 3,5 33 cos((р ) / 2)te t t   4 5,5 9 

21 2,5 26 8cos((р ) / 2)t t  2,5 5 7,5 

22 1 34 6sin((р ) / 4)t t  3,5 1 9,5 

23 2,5 35 6cos((р ) / 4)t t  2,5 3 8,5 

24 1 25 sin((р ) / 2)te t  1,5 4 8 

25 4 3cos((р ) / 3) 2sin((р ) / 4)t t  2 1 6,5 

26 2,5 8 2cos((р ) / 2)te t t   0,5 1 8 

27 1 25 3 6sin((р ) / 3)t t t    0,5 2 10 

28 1 33 5sin((р ) / 2)te t  3 4 10 

29 3,5 28 3cos((р ) / 4)te t  3,5 4,5 7 

30 3 22 6cos((р ) / 4)t t  0,5 1 7 

31 4 24 6cos((р ) / 4)t t  3 5 7 

32 3 cos((р ) / 6) 2sin((р ) / 4)t t t   0,5 2 8 

33 2 cos((р ) / 2) 7sin((р ) / 3)t t  3,5 3 9 

34 0,5 2 24 4sin((р ) / 2)te t t   2,5 1 7 

35 1 2cos((р ) / 2) 5sin((р ) / 2)t t  4 3 7,5 

36 2 3 27 2cos((р ) / 4)te t t   1 5 10 

37 1 2 7cos((р ) / 2)te t  1 2 9 

38 2 2 27 n )2 рsi (te tt   1 3 7 

39 3,5 4 2cos((р ) / 3)te t  2,5 3 6,5 

40 1,5 35 6 4sin((р ) / 4)te t t   3,5 1 9,5 

41 2 35 cos((р ) / 4)te t   3 4,5 10 

42 1,5 2 2 3 35 8te t t    0,5 1 9,5 

43 2,5 38 4cos((р ) / 3)t t  2,5 3 8,5 

44 1,5 38 3sin((р ) / 4)t t  3 4 7,5 

45 1 3 35 4cos((р ) / 4)te t t   1 5 9,5 

46 2 35 8cos((р ) / 3)t t   3,5 4 9 

47 2 25 7sin((р ) / 2)te t  1 4 8,5 

48 1,5 28 7 4cos((р ) / 3)te t t   3 5,5 9 

49 1,5 23 7cos((р ) / 2)t t   1,5 3 9 

50 2 34 6 4sin((р ) / 4)te t t   1 5,5 8 

51 4 2 3 5sin((р ) / 2)t t t   2 3 9 

52 3,5 35 sin((р ) / 4)tt e t   3 4 9 
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Продолжение табл. 1.1 

№  

п/п 
m, кг  х(t), м t1, с t2, с t3, с 

53 1,5 3 3 8cos((р ) / 2)te t t   2 5,5 8,5 

54 2,5 27sin((р ) / 4) 5t t   4 4,5 8 

55 0,5 2 cos((р ) / 3) sin((р ) / 2)t t t   1 3 9,5 

56 3 43 5cos((р ) / 4)t t  1 1 8 

57 1,5 7cos((р ) / 4) 4sin((р ) / 3)t t  3 3 6,5 

58 0,5 32 cos((р ) / 2) 5sin((р ) / 4)t t t   0,5 3 9,5 

59 3,5 22 sin((р ) / 4)te t t   3 5,5 7,5 

60 1,5 23sin((р ) / 3) 4 3tt e   3,5 4,5 6,5 

61 4 25 2sin((р ) / 3)te t t   0,5 4 7 

62 3,5 2sin((р ) / 4) 5cos((р ) / 3)t t  1 5 9,5 

63 3,5 2cos((р ) / 3)te t  1 2 8 

64 4 3 3cos((р ) / 3)te t   1 3 10 

65 2 (2 )4 cos((р ) / 4)te t  1,5 2 7 

66 2 2cos((р ) / 3) sin((р ) / 4)t t  1,5 5 8,5 

67 1 3cos((р ) / 2) 5sin((р ) / 3)t t  1 5,5 8,5 

68 4 6cos((р ) / 4) 3sin((р ) / 3)t t t   0,5 4,5 10 

69 3 cos((р ) / 4) 2sin((р ) / 3)t t   0,5 1 10 

70 1 32 4cos((р ) / 3) sin((р ) / 4)te t t   4 1 8,5 

71 1,5 5cos((р ) / 2) 2sin((р ) / 3)t t  2,5 3 9,5 

72 3,5 sin((р ) / 4)t  1 4 9 

73 4 5 3cos((р ) / 2) 2sin((р ) / 2)te t t   1 2 6,5 

74 3 3cos((р ) / 2) 3sin((р ) / 3)t t  0,5 2 7,5 

75 0,5 (2 ) 36 6te t  2,5 4 8 

76 3 2 2cos((р ) / 2)t t  3 5,5 10 

77 3,5 cos((р ) / 3) sin((р ) / 4)t t  2 3 7 

78 1,5 25 cos((р ) / 4) 5sin((р ) / 3)te t t   1 4 7,5 

79 2,5 32 6sin((р ) / 3)t t   1,5 2 7 

80 2,5 2 23 6cos((р ) / 3)te t t   3,5 4,5 8 

81 1 5cos((р ) / 3) sin((р ) / 3)t t   2,5 4,5 7 

82 0,5 4cos((р ) / 4) 4sin((р ) / 3)t t  1,5 3 8 

83 1,5 2cos((р ) / 3)te t  2 4 7,5 

84 1,5 3 8cos((р ) / 4) 5sin((р ) / 2)t t t   1,5 1 9 

85 2 8 2cos((р ) / 2) 8sin((р ) / 2)t t t   4 4,5 9,5 

86 4 23 7cos((р ) / 3) 5te t t   3,5 5 8,5 
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Окончание табл. 1.1 

№  

п/п 
m, кг  х(t), м t1, с t2, с t3, с 

87 2 7cos((р ) / 2) 6sin((р ) / 3)t t  2,5 2 6,5 

88 1 2 6cos((р ) / 4) 5sin((р ) / 2)t t t   1,5 5 7,5 

89 2,5 5sin((р ) / 3)t  2,5 4 6,5 

90 3,5 44 7sin((р ) / 3)te tt   3 5,5 10 

91 2 23 5cos((р ) / 4) 4sin((р ) / 4)t t t   2,5 2 8,5 

92 2 3 23 3 4cos((р ) / 3)te t t   2,5 1 8,5 

93 1 38 3cos((р ) / 2) 6sin((р ) / 3)t t t   4 5,5 7,5 

94 0,5 3 24 2 2cos((р ) / 2)te t t   3 3 7,5 

95 4 8cos((р ) / 2)te t  1,5 4,5 10 

96 0,5 4 sin((р ) / 3)t t  1 2 6,5 

97 3 23 2cos((р ) / 2) 5sin((р ) / 4)t t t   2,5 3 10 

98 1 3 24 2 4cos((р ) / 4)te t t   1 2 7,5 

99 2,5 3 3cos((р ) / 3) 4sin((р ) / 2)t t t   2 3 7 

100 3,5 2 8cos((р ) / 4) sin((р ) / 4)t t t   2 4 9 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные:  2( ) sin (р ) / 6 tx t t t e    м; 
1

1 с;t   
2

5 с;t   

3
7 с;t   2 кг.m   

Используя векторные формулы 

 
( )

( );
dr t

v r t
dt

 
   

( )
( ),

dv t
a v t

dt
 

   (1.1) 

определим скорость и ускорение точки: 

     2 р
( ) ( ) sin (р ) / 6 2 cos (р ) / 6 ;

6

t t

x

d
v t x t t t e t t e

dt
        (1.2) 

 р
( ) ( ) 2 cos (р ) / 6

6

t

x x

d
a t v t t t e

dt

      
 


 

  
2р

2 sin (р ) / 6 .
36

tt e    (1.3) 

Кинетическую энергию и силу, действующую на точку, опреде-
лим с использованием выражений (1.2), (1.3).  Для силы [см. (1)]  
из выражения (1.3) получаем  
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  
2р

( ) ( ) 4 sin (р ) / 6 2 .
18

t

x x
F t ma t t e     (1.4) 

Для кинетической энергии [см. (2)] аналогично: 

  
22 ( ) р

( ) 2 cos (р ) / 6 .
2 6

tx
mv t

T t t t e
     
 

 (1.5) 

Вычисление силы в момент времени 
1

1 t с  проведем с исполь-
зованием выражения (1.4): 

   1

2

1 1

р
( ) 4 sin (р ) / 6 2 1,7 Н.

18

t

x
F t t e      (1.6) 

Работу силы определим с помощью теоремы об изменении ки-

нетической энергии [см. (4)]: 

  2 1 2 1
( , ) ( ) ( ).A t t t T t T t    (1.7) 

Подстановка 
1

1 t с  и 
2

5 t с  в выражение (1.5) приводит к сле-
дующим значениям:  

 
1 2

( ) 0,07 Дж;   ( ) 19,3 кДж,T t T t   (1.8) 

откуда значение работы силы 
2 1

( ) ( ) ( ) 19,3 кДж.
x

A F T t T t    

Вычисление импульса силы на заданном интервале времени 

0
[ , ]t t t  проведем с использованием общего выражения  

 
0

0
( ) ( ) ( ) .

t

t

S t S t F t dt  
  

 (1.9) 

В изучаемом примере (1.9) примет следующий вид: 

 
0

0
( ) ( ) ( ) .

t

x x x

t

S t S t F t dt    (1.10) 

Подстановка выражения (1.4) с последующим интегрированием 

для интервала 
2 3

[ , ]t t t  приводит к следующему значению:  

 
27

3 2

5

р
( ) ( ) 4 sin (р ) / 6 2

18

t

x x
S t S t t e dt

      
 


 

  
7

5

р
4 cos (р ) / 6 2 1,89 кН c.

3

tt t e
       
 

 (1.11) 
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ЗАДАЧА № 2 

Точка M  массы m  движется по окружности радиуса R . Задан 

закон движения по окружности  ( )s s t . 

Найти: 

1. Силу ф( , )nF F F


, вызывающую это движение и ее модуль | |F


. 

2. Кинетическую энергию точки.  

3. Вектор ускорения  ф( , )na a a


 и вектор силы инерции ф( , )nФ Ф Ф


 
В момент времени *.t t  

4. Работу силы 
1,2

( )A F


 при 
1 2

[ , ].t t t  

Исходные данные приведены в табл. 2.1.  

Таблица 2.1 

Исходные данные 
№  

п/п 
m, кг R, м s = s(t), м t1, с t2, с t*, с 

1 5 5 2 31 2 8t t    1,5 4 5 

2 3 2 2 36 3 3t t   1 4,5 4,5 

3 1 10 49 5t t   1 6 3 

4 3 8 8 5t   2 5 4 

5 3 9 34 t  2 5 6 

6 5 4 410 10 10t t    2 3 1 

7 1 3 2 46 7 8t t    2 3,5 5,5 

8 5 4 26 6t   2,5 3,5 5,5 

9 3 6 3 47 7 4t t    0,5 4,5 4 

10 6 8 43 5 5t t    2 4,5 4,5 

11 5 7 37 4 10t t   1,5 3 3 

12 2 5 2 42 2t t  2 3,5 1 

13 3 10 2 47 t t    2 4 5,5 

14 5 5 22 9t  0,5 5,5 6 

15 3 5 22 5t  1,5 4,5 6 

16 6 3 43 13t  0,5 4 4 

17 1 8 42 8t  2 4 5 

18 1 5 47 4 9t t   0,5 4 2 

19 5 8 25 2t   1,5 5,5 6 

20 3 3 2 36 4 7t t    1 5 2 

21 1 6 2 47 8 10t t    1,5 3,5 6 

22 3 5 3 45 2 7t t    2 3 6 
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Продолжение табл. 2.1 

№  

п/п 
m, кг R, м s = s(t), м t1, с t2, с t*, с 

23 6 8 7 4t   2,5 5 3 

24 2 5 2 33 5t t   2,5 3 2 

25 2 4 42 14t   2 3 5,5 

26 5 4 210 10 4t t    2 6 1 

27 5 5 2 45 3 3t t   2 5,5 5 

28 6 10 3 41 t t    1 3 2 

29 6 4 49t t  0,5 4,5 3 

30 6 9 41 2t  1,5 5 3 

31 1 4 3 46 9 8t t    1 5 5,5 

32 4 10 33 t  1,5 4 3 

33 4 2 28 8 4t t   1,5 5 6 

34 6 8 24 5 9t t   2 3,5 2 

35 6 4 27 6 8t t   1,5 5,5 4 

36 2 6 44 9 8t t   1,5 4,5 6 

37 5 2 410 4 7t t   2 5 2 

38 1 3 3 48 6 10t t    2 5 5 

39 4 5 43 3 8t t   2 5 5,5 

40 5 3 24 6 4t t    1,5 6 6 

41 3 4 47 10 7t t   0,5 4,5 5 

42 4 3 2 45 6 8t t    1 4,5 5 

43 4 10 24 10t t    2 4,5 4,5 

44 5 3 35 t t   1,5 5 6 

45 4 4 24 4 3t t   2 5,5 5,5 

46 6 8 8 9t   1,5 5 4,5 

47 3 6 3 45 3 3t t    0,5 5 2 

48 6 4 27 5 6t t    1 6 5,5 

49 4 5 3 46 6 3t t    0,5 4,5 2 

50 3 8 47 5 6t t   1 3 3 

51 6 5 5 8t   1,5 5 6 

52 1 4 3 26 4tt    1,5 3 5 

53 6 8 38 8t   1,5 5,5 1 

54 1 10 24 8 7t t    2 5 4,5 

55 4 6 2 31 3 8t t   1,5 3,5 6 

56 5 2 42 4 3t t    2,5 3,5 4,5 

57 1 4 2 42 10 2t t    2,5 5,5 5 

58 6 7 29 4t  1 3,5 5 
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Продолжение табл. 2.1 

№  

п/п 
m, кг R, м s = s(t), м t1, с t2, с t*, с 

59 1 2 31 4 3t t    1,5 3,5 4,5 

60 5 8 410 6t t  2 3,5 6 

61 4 7 2 31 2 8t t    1,5 3,5 4 

62 1 7 2 36 3 3t t   1,5 3 6 

63 5 7 49 5t t   1,5 4 5,5 

64 6 7 8 5t   0,5 5,5 6 

65 6 2 34 t  2,5 4,5 6 

66 5 8 410 10 10t t    1 6 5 

67 4 5 2 46 7 8t t    2,5 3,5 6 

68 6 7 26 6t   0,5 3 3 

69 2 5 3 47 7 4t t    2 4,5 2 

70 6 5 43 5 5t t    1 4 2 

71 4 8 37 4 10t t   1 5 5,5 

72 5 6 2 42 2t t  0,5 6 5,5 

73 2 10 2 47 t t    2,5 3,5 5,5 

74 3 6 22 9t  1 3 2 

75 4 8 22 5t  2,5 5 5,5 

76 2 7 43 13t  1 4 6 

77 3 4 42 8t  1 3,5 4,5 

78 4 10 47 4 9t t   0,5 4 4,5 

79 4 3 25 2t   1,5 5 4 

80 5 5 2 36 4 7t t    0,5 6 4,5 

81 1 3 2 47 8 10t t    1,5 6 4 

82 6 4 3 45 2 7t t    2 4,5 5 

83 5 9 27 4t t    1,5 4 3 

84 3 8 2 33 5t t   2 3 4 

85 2 7 42 14t   2,5 5 3 

86 6 9 210 10 4t t    0,5 6 5,5 

87 6 5 2 45 3 3t t   2 5 6 

88 3 10 3 41 t t    0,5 5,5 5 

89 6 8 44 9t t   1,5 6 6 

90 4 6 41 2t  0,5 3,5 6 

91 3 4 3 46 9 8t t    0,5 3 4,5 

92 5 9 33 2t t   1,5 6 4,5 

93 1 4 28 8 4t t   2,5 3 2 

94 1 10 24 5 9t t   1 3 2 
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Окончание табл. 2.1 

№  

п/п 
m, кг R, м s = s(t), м t1, с t2, с t*, с 

95 6 9 27 6 8t t   1,5 6 5 

96 4 5 44 9 8t t   2,5 6 4 

97 5 3 410 4 7t t   2,5 3 2 

98 5 2 3 48 6 10t t    1 4 3 

99 6 10 43 3 8t t   1,5 4,5 4 

100 4 10 24 6 4t t    2,5 6 5 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 3( ) 2 4 3 ;s t t t    4 кг;m   10 м;R   
1

2 с;t   

2
4 с;t   * 1 с.t   

Определим скорость точки как функцию времени: 

  3 2( ) ( ) 2 4 3 4 9 .
d

v t s t t t t
dt

       (2.1) 

Ускорение точки определим через нормальную na  и тангенци-

альную фa  составляющие: 

 
 222

4 2
4 9( )

( ) 8,1 7,2 1,6;
10

n
tv t

a t t t
R


      (2.2) 

  
2

ф 3

2
( ) ( ) 2 4 3 18 .

d
a t s t t t t

dt
      (2.3) 

Использование второго закона Ньютона (1) приводит к выраже-
нию для нормальной и тангенциальной компонент силы: 

 
4 232,4 28,8 6,4;n nF ma t t     (2.4) 

 ф ф 72 .F ma t   (2.5) 

Модуль силы определим из выражения 

    2 2

| | ,nF F F  


 (2.6) 

откуда после некоторых упрощений из (2.4), (2.5) и (2.6) получаем  

  42 2| | 5184 0,16 4 9 .F t t  


 (2.7) 
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Выражение для кинетической энергии точки 2 2T mv 
 с учетом 

(2.1) примет следующий вид: 

 
2

2 2( )
2(4 9 ) .

2

ms t
T t  


 (2.8) 

Определим значение модуля ускорения, модуля силы и модуля 
силы инерции | |Ф


 в момент времени * 1 с.t   Подстановка *t  в выра-

жения (2.2), (2.3) приводит к следующим значениям: 

 
 2*2

* 2 ф * * 2
4 9

( ) 16,9 м/с ;   ( ) 18 18 м/с ;
10

n
t

a t a t t


     (2.9) 

 
* ф ф ф *| | |Ф | ( ) 67,6 H;   | | |Ф | ( ) 72 H,n n nF ma t F ma t     

   
 (2.10) 

откуда 

        2 2ф 224,71 м/с ;na a a  
    2 2фФ Ф Ф 98,9 Н.n  


  (2.11) 

Работу силы определим с использованием теоремы об измене-
нии кинетической энергии точки (2). Расчет с использованием (2.8) 

приводит к следующим значениям: 

1
( ) 3,2 кДж;T t   

2
( ) 43,8 кДж;T t    

 
1,2 2 1

( ) ( ) ( ) 4,06 кДж.A F T t T t  


 (2.12) 
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ЗАДАЧА № 3 

Механическая система состоит из двух точек массы 
1

m  и 
2

m . 

Известны уравнения движения этих точек на плоскости  XOY : 

1 1 1 1

2 2 2 2

( ),  ( );

( ),  ( ).

x x t y y t

x x t y y t

 
  

 

Найти: 

1. Скорость и ускорение центра масс системы. 

2. Главный вектор внешних сил, вызывающих это движение. 
3. Кинетическую энергию механической системы как функцию 

времени. 

Исходные данные приведены в табл. 3.1. 

Таблица 3.1 

Исходные данные 
№  

п/п 
m1, кг m2, кг х1(t), м y1(t), м х2(t), м y2(t), м 

1 0,5 1 36t  
24t  

3te t  
25 4t   

2 0,5 2,5 5t  32t  
26t t  sin((р ) / 4)t  

3 2 1 sin((р ) / 3)t  4 5t  33 2t   
22t  

4 1 0,5 2 2te t  
33t  

33t  
2 23te t  

5 2 1,5 310t  3t  2 3t   35t  

6 3 1 32 2t t  
39t  sin((р ) / 4)t  2t  

7 1 3,5 310t  7 8 tt e  
36t  

28 te t  

8 2,5 3 2 32te t  
34t  

28t  
36 2t   

9 1,5 2 23 4t  
35t  

23 tt e   
37t t  

10 3 3,5 3 28t t  sin((р ) / 4)t  3te t   sin((р ) / 2)t  

11 0,5 2 4 28te t  
3 4te   

32 t  
4 3t   

12 2,5 1 25t  
32t  

2 24te t   
3 2te t  

13 0,5 2,5 3 23te t  
2 3te t  

2 3t   
224t  

14 3 2 22t  
3t  

210 2t t  
34 2t  

15 1 0,5 3t  29t  
32 3t   

36t  

16 0,5 1,5 210t  
2 3te t  

37t  5t  

17 3,5 1 2 2te t  
38t  

29 8t t  2 5 tt e   

18 2,5 1 24 5t   
25t  cos((р ) / 3)t  2 2te t  

19 3 3,5 22t t  cos((р ) / 2)t  sin((р ) / 4)t  25t t  

20 0,5 1,5 2 4t t  
310 tt e   

32 4t  4 4t  
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Продолжение табл. 3.1 

№  

п/п 
m1, кг m2, кг х1(t), м y1(t), м х2(t), м y2(t), м 

21 1 1,5 2 22te t  
53 tt e  

2 3te t  
32t  

22 2,5 1,5 210t  
39t t  cos((р ) / 3)t  210 5t   

23 2,5 2 sin((р ) / 2)t  320t t  
310t  

325 tt e   

24 0,5 2,5 35 2t   
34 tt e  sin((р ) / 2)t  2 5te t  

25 3 1,5 2t  22 3t t  
5 tt e   

3 5t t  

26 1 3,5 37 5t t  
32 tt e   cos(р ) 3t t  cos((р ) / 4)t  

27 2 3 2 4te t  
37 t  

39t  cos((р ) / 4)t  

28 1 3,5 33 4t t   
22 tt e   7 8 tt e  

2 4te   

29 2,5 2 4te t  sin((р ) / 4)t  34t  sin((р ) / 2)t  

30 1,5 2 cos((р ) / 3)t  33t  
35t  

2 23te t  

31 3 2 27 5t t  
5 4te t   sin((р ) / 4)t  32 3t   

32 2,5 2 33t  
210t t  

26t t  sin((р ) / 4)t  

33 1,5 0,5 39 4t   cos((р ) / 3)t  cos((р ) / 4)t  2t  

34 3 0,5 4 12t   34t  
24 5t  

2 39te t  

35 1 3,5 2 3te t  
32t  2 3t   35t  

36 2 0,5 4 210te t  
210 5t   cos((р ) / 4)t  25t t  

37 3 3 310t  
325 tt e   

36t  
28 te t  

38 3 2 cos((р ) / 4)t  2 5te t  
28 5t t  

36 2t   

39 3,5 1,5 5 tt e   5t  2 23 tt e   
27t t  

40 2,5 2,5 3te t  
35 4t   

33 tt e  
35t  

41 3 2 26t t  sin((р ) / 4)t  32 4t   
33t t  

42 1,5 3 cos((р ) / 4)t  2tе t  
25t  

39 3t t  

43 1,5 2,5 33t  
2 39te t  sin((р ) / 3)t  312t  

44 1,5 1 2 3t   35t  cos((р ) / 2)t  3 3tt e   

45 2 3 cos((р ) / 4)t  2t  
310t  

2 35 5t t   

46 3,5 3 36t  
28 te t  

32t t  
35 10t t  

47 3,5 3,5 28t  
36 2t   

2 2t t  
33t  

48 2,5 3 29 tt e   
37t t  

28t  
27t  

49 0,5 3 5te   sin((р ) / 2)t  33t t  
3 6te t   

50 1 3,5 35 3t t  
34t  

23t  
25t t   

51 3 2 38t  
2 32te t  sin((р ) / 4)t  2 37 2t t  

52 1 2 26t  
23 4t  

3 3te t  
35 2t t  

53 2 3 2 2te t  
3 28t t  

24t  
35t t   

54 3,5 3 36 4t t  
4 28te t  

3 3t t  
2 32 3t t   

55 0,5 3 2 2t   
25t  

35t  
27 2t t  
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Продолжение табл. 3.1 

№  

п/п 
m1, кг m2, кг х1(t), м y1(t), м х2(t), м y2(t), м 

56 1 1 33 5t   3 2te t  
2 27te t  

22t t   

57 1,5 1 3 3te t  
22t  

38t  
32t t  

58 3 1 210te t  3t  22t  6t  

59 2,5 0,5 sin((р ) / 3)t  210t  
32t t   

29 3t t  

60 2 3,5 27t t  
2 2te t  

3t  
2 310 3t t  

61 1,5 3,5 310 8t t  
24 5t   

2 37te t  
2 310 6t t  

62 2,5 1,5 2t  22t t  
23t  cos((р ) / 6)t  

63 2 1 2 3te   
2 12t t  

38t  
24 3t t  

64 3,5 0,5 3 2te t  
2 22te t  2te t  

32 3t t  

65 3 1,5 27t  
210t  

37t  
38 10t t  

66 3,5 2,5 32t  sin((р ) / 6)t  2 tt e  
210 5t t  

67 1 1,5 cos((р ) / 3)t  35 2t   
37t  

2t t  

68 0,5 1 4t t  2t  8 5t   2 8t t  

69 3,5 2 3 tt e   
37 5t t  

2 2te t  
2 36 5t t  

70 2,5 1 3 2te t  
2 4te t  sin((р ) / 2)t  33 3t t  

71 2 3 27 4t t  
33 7t t   

36 7t t  
28t  

72 1 3 210t  
4te t  

312t  
28t t  

73 1,5 1 2 4te   cos((р ) / 3)t  3 2te t  
2 35 2t t   

74 0,5 0,5 sin((р ) / 2)t  27 5t t  
23t  

2 37 4t t  

75 1,5 1 2 23te t  
33t  

22 5t t  
2sin(р ) 3t t  

76 1 3 32 3t   
39 4t   

3 22te t  
212t  

77 0,5 1,5 34 8t t  4 4t  4t t  
3 5t t  

78 2,5 2 sin((р ) / 3)t  2 3te t  
25t  

2 35 2t t   

79 2,5 2 38 6t   
4 210te t  

2 5e t  
314t  

80 3,5 0,5 sin((р ) / 2)t  310t  
38t  

3 35te t   

81 3 0,5 2 25te t  cos(р )t  28te t  
33t t  

82 1,5 0,5 22t  
5 tt e   

2 34te t  
212t  

83 2,5 2,5 32t  
3te t  

3 2t   sin((р ) / 4)t  

84 3 1,5 29 4t   
26t t  

29 5t t  
36 6t t  

85 2,5 3 sin((р ) / 3)t  32 5t t  
28 3t t  

3 3te t   

86 0,5 2 2 9t t   sin((р ) / 4)t  5 4 tt e  
212 tt e  

87 3 1,5 25t  
3 3te t  

37 7t t  
212t  

88 1,5 3,5 2 tt e  
55 4t  

26 3t t  
25 3t t  

89 3 1,5 3 6 tt e   
3 3t t  

3 37t t  
2 34 10t t   

90 1,5 1 26t  
35t  

33 tt e  
35t  
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Окончание табл. 3.1 

№  

п/п 
m1, кг m2, кг х1(t), м y1(t), м х2(t), м y2(t), м 

91 1,5 2,5 22t  
2 27te t  

43 2t t  
3te t  

92 0,5 0,5 3te  
38 5t  

3 tt e   sin((р ) / 2)t  

93 2 1,5 2 210te t   
22t  

3 2te t  
36 5t t  

94 0,5 0,5 29t  
32t t   

27 4t t  
28 3t t  

95 3 1 210 2t t  
34t t  

35t t   
22 tt e   

96 2,5 1,5 32 3t   
2 37te t  

2 32 3t t   3te t   

97 1 3,5 37t  
23t t  

27 2t t  
32 4t  

98 3,5 3,5 29 8t t  
38 6t t  

22t t   
2 23te t   

99 3 0,5 cos(р )t  12t te t   
32t t  

2 3 /t t  

100 2,5 1,5 sin((р ) / 4)t  35 / 4t   
33 6t t  sin((р ) / 2)t  

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 
1

1 кг;m   
2

3 кг;m   2

1
( ) 4 3  м;x t t   

1
( ) 6 м;ty t e t   

2
( ) sin((р ) / 3) м;x t t  

1
( ) 3cos((р ) / 4)+4 м.y t t  

Координаты центра масс системы определим с использованием 

выражения 

 Ц.M 1 1 1 2 2 3 3

1 2 3

1

...

...

n

i i
i n n

n

n
i

i

rm
rm r m r m r m

r
m m m mm





   
 

   





    
 (3.1) 

или в проекциях на оси координат: 

 Ц.M Ц.M1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

... ...
; .

... ...

n n n n

n n

x m x m x m y m y m y m
x y

m m m m m m

     
 

     
 (3.2) 

В изучаемом примере координаты центра масс системы являют-
ся функциями времени. Используя (3.2), получаем: 

 

Ц.M

Ц.

1 1 2 2

1 2

1 1 2M 2

2

1 2

( ) ( ) 
( ) ;

( ) ( ) 
(

3 р 3
sin

4 3 4

3 9 р
cos 3.

4 2 4
)

4

t

x t m x t m
x t

m m

y t m y t m
y t

m

t e t

m

t
t

   
 

   


 




 







 (3.3) 
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Определим скорость центра масс. Вычисление производных вы-

ражений (3.3) приводит к следующему: 

 
Ц.M

Ц.M ( )
( ) ;

р р
2 cos

4 3
x

dx t
tv

dt

t
t      

 
 (3.4) 

 
Ц.M

Ц.M ( 3 9р р 1
sin ,

2 16
)

4
(

4

) t

y

dy t
v t

dt

e t   





  (3.5) 

откуда с учетом (3.4) и (3.5):  

 

   22Ц.M Ц.M Ц.M

2 2

р р 3 9р р 1
2 cos sin

( ) ( ) ( )

.
4 3 2 16 4 4

x

t

y

t e t
t

v t v t v t

                 

  


  



  

Ускорение центра масс системы определим аналогично: 

 
2

2

Ц
.M

2.M

Ц ( ) р р
2 sin ;(

1
)

2 3
x

d x t
a t

dt

t
     

 
 (3.7) 

 
Ц.M

Ц.M

2

2

23 9р( )
(

р
cos ,

2 64
)

4

t

y

d y t e t
a t

dt
    

 
  (3.8) 

откуда 

 

   22Ц.M Ц

2 2
2 2

.M Ц.M

р р 3 9р р
2 sin

( ) (

cos .
12

)

4

) (

3 2 64

x y

t

a t t

t

t

t

a

e

a

                   






 

 (3.9) 

Использование второго закона Ньютона (1) приводит к выраже-
ниям для компонент главного вектора сил, вызывающего движение 
системы точек массы 

1 2
:M m m    

 ЦMгл
2р р

8 sin ;
3

(  ( )
3

)
x x

t M
t

F a t     
 

 (3.10) 

 ЦMгл
29р р

6 co( )  ( ) s ,
16 4

t

y y

t
F t eM a t

   
 

  (3.11) 

 

(3.6)
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а также модуля силы: 

 

   гл 22гл г

2

л

2
2 2р р 9р р

8 sin 6 c

( )

os .
3 3 16 4

( )
x y

tt

F t F

t

F

e

t

                   



 

 


  

Кинетическую энергию системы двух точек определим из вы-

ражения: 

 
1 2

,T T T   (3.13) 

где 

 

 

 

2 21

1 1 1

2 22

2 2 2

( ) ( ) ;
2

( ) ( ) .
2

m
T x t y t

m
T x t y t

  

  


 

 
 (3.14) 

Вычисление производных приводит к следующему: 

2

1
( ) (4 3) 8 ,

d
x t t t

dt
     

1
( ) (6 ) 6 1;t td

y t e t e
dt

     

2

р
( ) (sin((р ) / 3)) cos((р ) / 3);

3

d
x t t t

dt
   

 
2

3р
( ) (3cos((р ) / 4)+4) sin((р ) / 4).

4

d
y t t t

dt
    (3.15) 

Подстановка (3.15) в (3.14) приводит к окончательному выраже-
нию для кинетической энергии системы как функции времени: 

 



1 2

2 2 2 2

2 2

1
16р cos ((р ) / 3) 81р sin ((р ) / 4)

96

1728 576 3072 48 .t t

T T T

t t

e e t

  

  

   

  

(3.12)

(3.16)
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ЗАДАЧА № 4 

Точка массы m  движется в трехмерном пространстве .OXYZ  

Уравнение движения точки заданы функциями ( );x t  ( )y t  и ( )z t .  

Найти: 

1. Все кинематические параметры движения точки ( , , )
x y z

v v v v


; 

( , , )
x y z

а а а а
 и ф( , )nа а а

 при 
1

t t . 

2. Компоненты силы ( , , )
x y z

F F F F


, вызывающей это движение.  
3. Кинетическую энергию точки в момент времени 

2
t t .  

4. Работу силы на интервале времени 
1 2

[ , ]t t t . 

Исходные данные приведены в табл. 4.1.  

Таблица 4.1 

Исходные данные 
№  

п/п 
m, кг x(t), м у(t), м z(t), м t1, c t2, c 

1 4 25 5te t  
33 2t t   

23 5t  0,2 5 

2 2 4 2te t  5cos((р ) / 4)t  5sin((р ) / 4)t  1 3,5 

3 3 2 35 2te t  
37 5 7t t   6 te  0,2 2 

4 1,5 24 4 3t t   
23 5t t  3sin((р ) / 3)t  1,5 5 

5 3,5 2sin((р ) / 3)t  3 22 5t t   
3 3te t   2 3 

6 1 23 6te t  
26t  4sin((р ) / 2)t  0,5 2,5 

7 2 4cos((р ) / 2)t  36 7te t  2 8 tt e   1,5 4,5 

8 3,5 3 22te t   
24 / 2t t  

25 3 8t t   2 3 

9 3 35 5te t  
33 2te t   2sin((р ) / 3)t  1,5 3 

10 4,5 7 te t  7 2 te  
22 t t    1 4,5 

11 2 25 7t t  sin((р ) / 3)t  25t  0 4 

12 4,5 2 2te t   
3 8te t   

34t t   1,5 4,5 

13 0,5 3 25 4t t   2sin((р ) / 4)t  5sin((р ) / 2)t  1,5 4 

14 4,5 25 2te t  
22t t  

28 3t t  0 3 

15 2 23t t  2sin((р ) / 2)t  5sin((р ) / 2)t  0 3,5 

16 3,5 2cos((р ) / 2)t  3te t  6sin((р ) / 4)t  2 2,5 

17 2 2sin((р ) / 4)t  2 25 2te t   2cos((р ) / 3)t  1,5 5 

18 4,5 5sin((р ) / 3)t  cos((р ) / 2)t  36t t  0,2 3 

19 0,5 26 3t t  
3 3t t   cos((р ) / 2)t  2 3,5 

20 3 2cos((р ) / 3)t  33 te t   
33 2t t  2 4,5 

21 4,5 32 7te t   7cos((р ) / 2)t  22 5te t  1 3,5 
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Продолжение табл. 4.1 

№  

п/п 
m, кг x(t), м у(t), м z(t), м t1, c t2, c 

22 4 3cos((р ) / 2)t  41 3t t    2 5te t  1,5 4,5 

23 2,5 2cos((р ) / 2)t  5 4 te  3cos((р ) / 4)t  1 5 

24 4 2 27 3te t t  8cos((р ) / 4)t  5sin((р ) / 3)t  0,5 3,5 

25 5 5cos((р ) / 3)t  27 5t t  
32 8t   0,2 3 

26 0,5 2 2 /t t   3 22 6te t  8cos((р ) / 3)t  0,5 2,5 

27 5 4cos((р ) / 4)t  3 25 3te t  
22 8t  0 4 

28 5 2sin((р ) / 4)t  324 t te    5sin((р ) / 3)t  0,5 4 

29 2 3 27 5te t  4sin((р ) / 3)t  5cos((р ) / 2)t  0 3,5 

30 5 26 4te t  
23 3t t   

28t t  1,5 3,5 

31 5 3 22 8te t  2cos((р ) / 3)t  4sin((р ) / 2)t  0,2 4,5 

32 0,5 3sin((р ) / 2)t  23 5t  5sin((р ) / 3)t  0,5 3,5 

33 3,5 8sin((р ) / 2)t  (3 )2 2 te   cos((р ) / 2)t  0,2 5 

34 0,5 24 5te t  
27 4t t  

47 6te t   0,4 2,5 

35 2,5 2cos((р ) / 3)t  24 3 te  
27 5t t  0,2 2,5 

36 4,5 3t t   
21 7 te t   7sin((р ) / 4)t  1 5 

37 4 26 1te   
38 5 te  3cos((р ) / 4)t  2 2,5 

38 2,5 26 7te t  3cos((р ) / 2)t  24 5te t   1 3,5 

39 5 2 35t t  4cos((р ) / 3)t  5cos((р ) / 3)t  0,2 4 

40 3,5 4sin((р ) / 4)t  23 6 4t t   3sin((р ) / 3)t  1 3 

41 0,5 35 3t t   7sin((р ) / 3)t  8cos((р ) / 4)t  2 2,5 

42 1 5 4te t   3cos((р ) / 3)t  34 2te t  1,5 3,5 

43 0,5 2 3 /te t  8sin((р ) / 2)t  21 4t  1 3 

44 0,5 sin((р ) / 2)t  33 4te t  
32 5 tt e   0,5 2,5 

45 1,5 4 2te t   5sin((р ) / 4)t  6cos((р ) / 4)t  2 5 

46 4 2cos((р ) / 2))t  32 te t  1 5t  2 3 

47 0,5 3 27 6t t  7 te t  
33 2t t  0,5 4 

48 1,5 47 2t t  4sin((р ) / 4)t  21 2t   2 3,5 

49 0,5 3 te t  sin((р ) / 3)t  3sin((р ) / 2)t  2 2 

50 2 3 27 2te t t  4 4t  22 3t t  0,5 3,5 

51 3,5 4cos((р ) / 2)t  8sin((р ) / 4)t  2cos((р ) / 4)t  0,2 2 

52 1,5 2 22 4 /t t  
2 32 te t   3sin((р ) / 3)t  0,5 2 

53 4,5 5cos((р ) / 3)t  5cos((р ) / 4)t  23 3t t   0 4 

54 2,5 33 2t t t    cos((р ) / 3)t  3cos((р ) / 2)t  2 2,5 

55 3 27 7t t   5cos((р ) / 2)t  cos((р ) / 3)t  2 3,5 

56 3,5 4 2 5te t   
4 35 2te t   

2 42 5t t    1 4 
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Продолжение табл. 4.1 

№  

п/п 
m, кг x(t), м у(t), м z(t), м t1, c t2, c 

57 1,5 3 25 te t  
33 8 te  

23 4 8t t   1,5 4,5 

58 2 27 4te t  3sin((р ) / 2)t  sin((р ) / 2)t  0,5 3,5 

59 3 2 te t   2cos(( ) / 4)t 22 5 /t t  0,5 3 

60 0,5 cos((р ) / 3)t  5sin((р ) / 4)t  2cos((р ) / 4)t  2 2,5 

61 1,5 34 te t   
34 2te t  

22 3t t   1,5 3,5 

62 0,5 27 6te t  
37 te t  4sin((р ) / 3)t  1 2 

63 2,5 25 6te t  3sin((р ) / 4)t  2sin((р ) / 2)t  1,5 2,5 

64 3 6sin((р ) / 2)t  46 4t t  
3 42 te t   1,5 3 

65 5 7 1/te t  3sin((р ) / 4)t  24 3 tt e  1,5 3,5 

66 3 22 1te   sin((р ) / 3)t  2 23 tt e  0,5 2 

67 2 5sin((р ) / 2)t  6cos((р ) / 4)t  2sin((р ) / 4)t  1,5 4 

68 2 24 2te t  2sin((р ) / 4)t  3 2 52t t   0,2 5 

69 1 2 35 2te t  cos((р ) / 3)t  2 3te t   0,2 5 

70 2,5 4sin((р ) / 2)t  4sin((р ) / 4)t  3sin((р ) / 3)t  1 2 

71 2,5 2sin((р ) / 3)t  44 4 tt e  
32 3t   1 4,5 

72 4 33 6te t  
26 5 / t  2sin((р ) / 4)t  1 2 

73 0,5 4cos((р ) / 2)t  35 te t  
3 22 7t t   0,2 2,5 

74 3,5 2cos((р ) / 4)t  2 3te t  6sin((р ) / 2)t  2 4 

75 3 5sin((р ) / 4)t  3 27 5t t  
2 24 7te t  0,5 5 

76 5 17 t te t   4cos((р ) / 4)t  23 6 /t t   1,5 2,5 

77 1 5 7 /t t  22t t   
3 25t t  1,5 2,5 

78 5 2cos((р ) / 3)t  4cos((р ) / 2)t  42t  0,7 4,5 

79 0,5 3 25 4t t   2 8 tt e  4 2 tt e  0 2,5 

80 3 25 2te t  
35 4t t  

2 24 tt e   0 2,5 

81 2 3 5t t  
14 8te t   

2 43 5t t  2 5 

82 1 33 4t   2sin((р ) / 2)t  25 2 tt e  1 3 

83 1 2cos((р ) / 4)t  33 2 te  2cos((р ) / 4)t  0,3 2,5 

84 3,5 25 3te t   
2 22te t   2sin((р ) / 6)t  0,5 4 

85 1 5 te  2cos((р ) / 2)t  7cos((р ) / 2)t  1 4 

86 3 3 27te t   
3 43 3 5te t   3sin((р ) / 3)t  1 5 

87 4,5 2sin((р ) / 2)t  4cos(( ) / 4)t  3 15 tt e    1,5 2,5 

88 4,5 4cos((р ) / 4)t  4sin((р ) / 3)t  5 24 6te t  0,2 5 

89 3,5 3sin((р ) / 2)t  (3 ) 33 te t  
4 3 5t t t   0 3,5 

90 1,5 2sin((р ) / 3)t  24 4 te   3sin((р ) / 2)t  0,5 3 

91 3,5 6 2 /t t  23 5t t   sin((р ) / 3)t  2 4,5 
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Окончание табл. 4.1 

№  

п/п 
m, кг x(t), м у(t), м z(t), м t1, c t2, c 

92 1,5 35 3 2t t   3cos((р ) / 3)t  22 7 4t t   0,2 3,5 

93 3,5 2 13 2 tt e   7cos((р ) / 4)t  2sin((р ) / 4)t  0 2 

94 3 5 4 te  
33 1/t te   3sin((р ) / 2)t  1 4 

95 3 cos((р ) / 4)t  4cos((р ) / 3)t  24 8 10 /t t t    1,5 3 

96 2 2cos((р ) / 3)t  cos((р ) / 3)t  23 7 1te t    2 5 

97 4 2cos((р ) / 3)t  4 22 63 tt   
4 33 5 7t t t   0 3,5 

98 3,5 38t t  
2 13 7tt    

2 41 4 2te t   1 3,5 

99 1 35 4t  
42 3 2t t   

3 42 3tt e t    0,5 3,5 

100 2 23 4t t  
2 35te t  2sin((р ) / 2)t  1,5 2 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 0,5m   кг; 43 2( ) tt tx  ; 22 3( ) tey t t   м; 

4sin((р ) )) / 4( tz t   м; 
1

1t   с; 
2

3t   с. 
Определим компоненты вектора скорости точки как функцию 

времени: 

  34( ) ( ) ;2 3 83
x

d
v t x t t

dt
t t     

  ;6232)()( 2 tete
dt

d
tytv tt

y
   

  4sin((р ) / 4( ) рcos((р ) 4) / .( ) )
z

d
v t z t

dt
t t    (4.1) 

Компоненты вектора ускорения точки определим аналогично: 

 3 2( ) ( ) 3 8 24 ,
x x

d
a t v t t t

dt
   

 

 ( ) ( ) 2 ;6 2 6t

y y

td
a t v t

dt
e t e       

  
2ррcos((р ) / 4)( ) ( ) sin((р ) / 4).

4
z z

d
a t v tt

dt
t     (4.2) 

;
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В момент времени 
1

1 сt   с учетом (4.1) и (4.2) определим зна-
чения компонент ( );  ( );  ( )

x y z
v t v t v t  скорости совместно с его модулем: 

1
( ) 11 м/с;

x
v t   ( ) 0,56 м/с;

y
v t   

1
( ) 2,22 м/с;

z
v t   

 2 2 2| | ( ) ( ) ( ) 11,24 м/с.
x y z

v v t v t v t   
 (4.3) 

Для ускорения точки аналогично: 
2

1
( ) 24 м/с ;

x
a t   2( ) 0,56 м/с ;

y
a t   2

1
( ) 1,74 м/с ;

z
a t    

2

1
( ) 1,74 м/с ;

z
a t    

 2 2 2 2| | ( ) ( ) ( ) 24,07 м/с .
x y z

a a t a t a t   
 (4.4) 

Нормальную и тангенциальную компоненты ускорения опреде-
лим с использованием значений (4.3) и (4.4); расчет выражения  

 ф

| |

x x y y z z
v a v a v a

a
v

 
   (4.5) 

приводит к значению 
ф 223,18 м/с .a   Нормальное ускорение опреде-

лим из  

    2 2ф| | ,na a a 
 (4.6) 

откуда  

 22 ф 2| | 6,49 м/с .na a a  
 

Для определения компонент сил ( , , )
x y z

F F F F


 воспользуемся 
вторым законом Ньютона (1). С учетом (4.2) получаем: 

2( ) ( ) 12 ;
x x

F t ma t t   ( ) ( ) 3;t

y y
F t ma t e   

 

 
2

( ) si
р

((р ) / 4).n
8

z
F t t   (4.7) 

Кинетическую энергию точки 2 2T mv 
 в момент 

2
3 t с  опре-

делим с использованием выражений (4.1). Расчет в указанный момент 
времени приводит к следующим значениям:  

 2
( ) 219 м/с;

x
v t   

2
( ) 22,17 м/с;

y
v t   

2
( ) 2,21 м/с.

z
v t    (4.8) 
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Подстановка (4.8) в выражение кинетической энергии точки  

  2 2 2

2 2 2
( ) ( ) ( )

2
x y z

m
T v t v t v t    (4.9) 

после некоторых вычислений приводит к значению 12,1 кДж.T   

Работу силы определим с использованием теоремы об измене-
нии кинетической энергии (см. (4)). Подстановка 

1
1 t с  и 

2
3 t с   

в выражение (4.9) приводит к значению работы силы: 

 
2 1

( ) ( ) 12,1 0,031 12,07 кДж.A T t T t      (4.10) 
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ЗАДАЧА № 5 

Точка M  массы m  движется вдоль прямой OX  под действием 

силы ( )
x

F t . Заданы начальные условия: 
0

(0) ;
x x

v v  
0

(0)x x . 

Найти: 

1. Скорость ( )
x

v t , закон движения точки ( )x t . 

2. Кинетическую энергию точки.  

3. Работу силы 
1,2

( )
x

A F  при 
1 2

[ , ].t t t  

4. Импульс силы при 
2 3

[ , ].t t t  

Исходные данные приведены в табл. 5.1.  

Таблица 5.1 

Исходные данные 
Начальные 
условия 

№  

п/п 
m, кг Fx(t), H t1, c t2, c t3, c 

x0, м v0x, м/c 

1 0,2 3 6sin((р ) / 3)te t   0,5 3 8,5 0 4 

2 1 10sin((р ) / 3)t  0 5 9 5 3 

3 3,5 3 5sin((р ) / 3)t t  2 5 8 5 �1 

4 3,5 4 3sin((р ) / 3)te t  2 3 8 7 �1 

5 3,5 
35cos((р ) / 4) 6t t  0 5,5 6,5 1 0 

6 0,5 
29 10sin((р ) / 3)t t  1,5 6 8 �2 �5 

7 3 
68 sin((р ) / 2)te t  0,5 4,5 6,5 �4 0 

8 2 4 2 10sin((р ) / 2)te t    0,5 3,5 8,5 5 0 

9 3 10cos((р ) / 3)t  2 5,5 7 �4 �3 

10 3,5 3 22 te t   1,5 3,5 9 1 �3 

11 1,5 sin((р ) / 3)t  1 5 8 7 2 

12 2 
22 4sin((р ) / 3)t t  1,5 6 7,5 5 �4 

13 2 9sin((р ) / 3)t  1,5 6 9,5 �1 4 

14 2,5 3 sin((р ) / 3)t t  1,5 3 9 8 �4 

15 0,5 
27 7sin((р ) / 2)te t  0,5 3 8,5 �4 2 

16 2 3 10cos((р ) / 4)te t   1,5 5,5 9,5 8 0 

17 2,5 
24 4cos((р ) / 3)t t   0,2 3 10 �3 0 

18 3 
28 cos((р ) / 4)te t  0,2 4,5 6,5 8 �3 

19 2 
39 2sin((р ) / 2)te t  1 4,5 7 8 4 

20 3 
2 cos((р ) / 4)te t   1 4 7,5 8 �4 



 

 33

Продолжение табл. 5.1 

Начальные 
условия 

№  

п/п 
m, кг Fx(t), H t1, c t2, c t3, c 

x0, м v0x, м/c 

21 3 
23 10 2cos((р ) / 4)te t   1 4,5 8 1 4 

22 2 6 5cos((р ) / 3)t t   0,2 3,5 8 0 4 

23 2,5 5 3cos((р ) / 4)t   2 5 9 1 �4 

24 3,5 6 3 tt e  0,5 6 7,5 0 4 

25 1 5 8cos((р ) / 4)t t   1,5 4,5 9 4 0 

26 2,5 6 3sin((р ) / 2)te t  1,5 3,5 10 8 3 

27 0,2 54 5sin((р ) / 2)te t   0,2 4,5 7,5 3 1 

28 0,2 25 8te t  0 5 9 �4 2 

29 2 54 3 5sin((р ) / 2)te t   0 5,5 8,5 8 3 

30 2 7 3 3cos((р ) / 3)te t   2 3,5 10 2 �3 

31 1,5 3 3sin((р ) / 2)te t   1 3 6,5 0 0 

32 3,5 310 4 te  0,2 3,5 10 6 0 

33 2 25 7cos((р ) / 3)te t   0,5 6 6,5 0 0 

34 0,2 24 tt e   1 5,5 9 �3 0 

35 3,5 2 8sin((р ) / 3)t   1 5 7 6 3 

36 1 2 5cos((р ) / 4)te t t    1,5 6 7 6 4 

37 1,5 3 8cos((р ) / 3)te t   0,2 3,5 8 0 0 

38 3 32 5 4sin((р ) / 3)te t   0 5,5 9,5 3 2 

39 3 28 7sin((р ) / 2)t t  0,2 5 8,5 �3 1 

40 1,5 2 25 5te t   2 5 8 7 0 

41 1,5 25 2sin((р ) / 2)te t  0,2 6 10 4 �1 

42 1,5 23 6cos((р ) / 4)te t   0 5 6,5 8 �6 

43 3,5 25 5cos((р ) / 4)te t   1 5,5 7,5 �3 3 

44 3 2 3cos((р ) / 6)t t  1,5 5 7,5 3 �6 

45 2 24 5sin((р ) / 3)te t  2 4,5 9 5 4 

46 0,2 27 cos((р ) / 4)t t  0 5,5 9,5 0 2 

47 1,5 3cos((р ) / 4)t t  1 5,5 9 1 3 

48 0,2 2 7sin((р ) / 2)t t  0,5 4,5 7 �3 4 

49 3,5 37cos((р ) / 4)t t  0,5 5 8,5 �2 2 

50 3 10sin((р ) / 2)te t  0,2 5 7 �1 �1 

51 0,2 3 cos((р ) / 6)te t   0 3 8 �3 2 

52 2,5 2 6sin((р ) / 3)te t   0,2 3,5 7,5 �2 �6 
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Продолжение табл. 5.1 

Начальные 
условия 

№  

п/п 
m, кг Fx(t), H t1, c t2, c t3, c 

x0, м v0x, м/c 

53 0,2 23 34 te t t   1,5 5,5 9,5 5 3 

54 1 9 2 te  2 3 8 8 �5 

55 1 2 565 tet   0,5 4,5 8,5 6 1 

56 3,5 35 2sin((р ) / 6)te t   1,5 4 8 7 �5 

57 1,5 32 3cos((р ) / 3)te t  2 5,5 9,5 5 �2 

58 2 3cos((р ) / 3)t  1,5 6 8 �4 2 

59 2,5 4 9cos((р ) / 4)te t  1 5 7,5 �1 0 

60 2 10 cos((р ) / 2)t t   0 5,5 9 �3 2 

61 0,2 34 9sin((р ) / 2)t t  1,5 5,5 6,5 �5 3 

62 2 7 10sin((р ) / 2)t t  1,5 5 8 6 �4 

63 0,5 33 5cos((р ) / 4)t t   0 4,5 8,5 6 2 

64 3,5 cos((р ) / 4)t  0 5 7,5 4 1 

65 1,5 3cos((р ) / 4)te t  2 4 7 4 �6 

66 2 2 sin((р ) / 3)t t   1,5 5,5 7,5 �1 �6 

67 1,5 10 7 cos((р ) / 4)t t  0,2 5 8,5 �2 3 

68 2 210 7sin((р ) / 3)t t  2 3,5 10 �2 �5 

69 1 32 6cos((р ) / 3)te t   2 3 8,5 1 �5 

70 1 43 5sin((р ) / 3)t t  1 6 8,5 �3 0 

71 3 7 sin((р ) / 2)t  1,5 4 9 8 3 

72 0,2 5cos((р ) / 4) 3t t  1 4,5 9 4 �1 

73 0,2 9 cos((р ) / 4)t  0,5 3 8 �3 0 

74 2,5 32 7cos((р ) / 4)t t  0,2 4,5 7 �3 �4 

75 1,5 3sin((р ) / 2)t t   0,5 5,5 10 �1 2 

76 3 2 2cos((р ) / 2)te t  0 4,5 10 3 �2 

77 1 4sin((р ) / 3)t t  0,5 5,5 10 0 �5 

78 2 34sin((р ) / 2)t t  0 6 9,5 �2 �5 

79 0,5 2 cos((р ))te t   1,5 3,5 10 0 0 

80 1 34 sin((р ) / 2)t t  0,2 4 6,5 �3 �4 

81 1,5 29 cos((р ) / 3)t t  0,5 6 8 1 �3 

82 1,5 4 6 cos((р ) / 3)t t   0,2 3 6,5 6 �3 

83 1,5 9 cos((р ) / 4)t  0,2 4,5 8 2 0 

84 2,5 2 2te t   0,2 4,5 10 3 0 

85 2 24 10sin((р ) / 2)t t  1 4 9,5 �5 4 

86 2 sin((р ) / 3)t  2 3 8 6 �1 
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Окончание табл. 5.1 

Начальные 
условия 

№  

п/п 
m, кг Fx(t), H t1, c t2, c t3, c 

x0, м v0x, м/c 

87 3 3sin((р ) / 3)t  1 4 6,5 8 �5 

88 2,5 5 cos((р ) / 4)t  0,2 6 8,5 8 �2 

89 0,2 5 cos((р ) / 4)t  1 6 10 2 2 

90 2 2 43te t  2 4,5 6,5 4 2 

91 2,5 3 435 tet   1,5 6 7 �2 �6 

92 0,2 8cos((р ) / 3)t  1 4,5 9 4 �6 

93 1 43 sin((р ))t t  0,5 4,5 8 1 1 

94 2 36 4sin((р ) / 4)t t  2 5 7,5 �3 �1 

95 2,5 sin((р ) / 2)t  2 5 7,5 �1 4 

96 3 3 722 tet   0,5 5 9,5 5 �1 

97 1,5 2 cos((р ) / 4)t  2 5 7,5 5 3 

98 3 32 sin((р ) / 3)t t  2 3,5 8 3 �2 

99 1 3 5sin((р ) / 2)t t  0,5 4,5 8,5 �1 �4 

100 1,5 5cos((р ) / 4) 3t t   0,5 5 8 �4 0 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные:  2( ) cos (р ) / 6 ;t

x
F t t e t    (0) 3 м/с;

x
v   

(0) 1 м;x   
1

2 с;t   
2

4 с;t   
3

7 с;t   2 кг.m   

Используя второй закон Ньютона (1), определим ускорение точ-
ки ( )

x
a t  как функцию времени: 

  2( ) 1 1 1
( ) cos (р ) / 6 .

2 2 2

tx

x

F t
a t t e t

m
     (5.1) 

Интегрирование выражения (5.1) приводит к выражению скоро-
сти точки:  

 

 

 

2

1

2 2

1 1 1
( ) ( ) cos (р ) / 6

2 2 2

s
3

4
in (р .

4
) / 6

t

x

t

x
v t a t dt t e t dt

t
t

e
C



      
 

  

 
  

Константу интегрирования определим из начального условия 
(0) 3 м/с;

x
v   расчет приводит к следующему значению: 

(5.2)
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 0

1 1

1
(0) 3 2,75 м/с.

4
x

v e C С      (5.3) 

Координату точки определим с использованием выражения (5.2): 

 

 

 
3 2

2

2 2

2

( ) ( ) sin (р ) / 6 2,75

18
cos (р ) / 6 2,75 .

12

3

4 р

р

4

8

x

t

tt e
x t v t dt t dt

t e
t t C

     
 

   





 
  

Константа интегрирования 
2
С  определяется из условия (0) 1x   м: 

расчет приводит к следующему: 

 0

2 22

1 18
(0) 1 2,7 м.

8 р
x e C С       (5.5) 

С учетом (5.5) выражение для координаты примет следующий 

вид: 

  
3 2

2

18
( ) cos (р ) / 6 2,75 2,7.

12 8 р

tt e
x t t t      (5.6) 

Кинетическую энергию точки 
2 2T mv 

 определим с использо-
ванием выражения (5.2). Вычисления приводят к следующему: 

  
22 2 3

sin (р ) / 6 2,75 ,
4 4 р

tt e
T t

     
 

 (5.7) 

(5.7) будем использовать для вычисления работы силы. Расчет в мо-
менты времени 

1
2 сt   и 

2
4 сt   приводит к 

 

 

 

1

2

2

1 1

2

2 2

2 2

1

2 2

2

( ) sin (р ) / 6 2,75 18,2 Дж;

( ) sin (р ) / 6 2,75 7

3

4 4 р

3

4
52,8 ,

р
Д

4
ж

t

t

T t t

T

t e

e
t

t
t

    
 

    


 






 (5.8) 

откуда 

 
1,2 2 1

( ) ( ) ( ) 734,6 Дж.
x

A F T t T t    (5.9) 

Вычисление импульса силы на интервале [4 c, 7 c]t   проведем 

с использованием общего выражения 

(5.4)
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0

0
( ) ( ) ( ) .

t

t

S t S t F t dt  
  

 (5.10) 

Подстановка в (5.10) выражения ( )
x

F t  с последующим интегри-

рованием приводит к следующему значению: 

 

  

 

7
2

3 2

4

7
2 2

4

( ) ( ) cos (р ) / 6

6
sin (р ) / 6 59,98 кН c.

2 2 р

t

x x x

t

S t S t S t e t dt

t e
t

      

      
 


  

(5.11) 
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ЗАДАЧА № 6 

Точка массы m  движется на плоскости XOY под действием силы 

( ( ), ( ))
x y

F F t F t


. Указаны начальные условия: при 0;t   
0

(0) ;
x x

v v  

0
(0) ;

y y
v v  

0
(0) ;x x  

0
(0) .y y  

Найти: 

1. Координаты точки ( )x t  и ( )y t . 

2. Кинетическую энергию точки как функцию времени.  

3. Работу силы на интервале времени 
1 2

[ , ];t t t  
2 1

t t  (время вы-

брать самостоятельно). 
Исходные данные приведены в табл. 6.1. 

Таблица 6.1 

Исходные данные 
Начальные условия №  

п/п 
Fx(t), H Fy(t), H 

x0, м y0, м/c v0x, м/c v0y, м/c 
m, кг 

1 
35 t  

35 t  3 �1 �1 1 2,5 

2 6 1/ t  2 3te t  �1 0 0 2 1 

3 31 t  2t  1 3 �2 0 1 

4 
25 2t  

22 te t   �2 3 �1 2 2,5 

5 2 / 6t t  33t  �1 3 3 �2 4 

6 
22 t  

23 te t  �2 1 2 1 5 

7 
23 6t  

2te t   1 2 3 3 0,5 

8 
26 2t t   

2 33 te t   1,5 1 3 1 3,5 

9 
26 3t  

22 2te t   2 �1 1 �1 4 

10 
31 2t  

22te t  �1 1 3 0 4 

11 
35 6t  

14 3te    3 �1 3 �2 4 

12 
33 6t  

32 te t  1 3 �2 1 2 

13 6 4 2/ t  5t   0 3 0 �2 4 

14 
34 t  

32 2te t  1 2 1 3 2 

15 
24 3 5t t   

23te t  �2 3 1 2 0,5 

16 2 5t  3 22 te t  0 2 1 3 4 

17 
25 3t t   

24 t  2 �2 0 1 5 

18 8 2 / t  2 2te t  3 �1 �2 �2 4,5 

19 
34 6t  

33 2te t  2 1 �2 �1 2,5 

20 
32 3t  

23t  �1 1 2 3 4 

21 
2 36 56 tt   

23 te t   3 �1 �1 �2 4,5 
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Продолжение табл. 6.1 

Начальные условия №  

п/п 
Fx(t), H Fy(t), H 

x0, м y0, м/c v0x, м/c v0y, м/c 
m, кг 

22 
48 4 7t t   4 3t   1 0 3 �1 3,5 

23 
22 6t  

25 3te t   0 0 �2 �2 1 

24 6 2 / t  2t t  0 �2 0 0 2,5 

25 
21 4t  

3 2te t  0 3 �1 1 3 

26 
23 3t  

3 3te t  3 0 3 2 1 

27 
2 31 2t t   

12 te t   �2 �1 1 2 3 

28 
33 4t  

1 3te t   3 3 3 2 1,5 

29 
33 62t t   3 2te t  0 2 �1 �1 0,5 

30 
25 4t  

2 33te t  2 0 0 2 2 

31 
33 42t t   

35 tt   3 0 0 2 4,5 

32 6 1 2/ t  
2te t  �1 0 �1 �2 4 

33 9sin((р ) / 2)t  2sin((р ) / 3)t  0 1 �2 �2 0,5 

34 cos((р ) / 4)t 4sin((р ) / 2)t  2 �1 1 �1 0,5 

35 3sin((р ) / 2)t  8sin((р ) / 3)t  1 �2 �2 2 2,5 

36 9sin((р ) / 2)t  sin((р ) / 4)t  �2 �2 3 �1 2,5 

37 2cos((р ) / 4)t  2cos((р ) / 3)t  3 �1 1 �1 3,5 

38 5cos((р ) / 4)t  sin((р ) / 4)t  1 �2 �2 �1 1,5 

39 7sin((р ) / 3)t  sin((р ) / 4)t  1 �1 1 2 2,5 

40 
22t t  

23 te t  �2 3 0 0 3,5 

41 
23 6t  

2 4te t  0 �1 0 0 0,5 

42 6 2t  2 33 te t   �2 0 �1 3 4 

43 
26 2t t  

22 2te t   1 2 2 1 4 

44 
31 2t  

22te t  2 0 2 3 4 

45 
3 46t t   

14 3te    0 �1 0 2 2,5 

46 
32 t  

32 te t  2 1 3 �2 4 

47 6 4 2/ t  5 /t t  1 2 �2 �1 1 

48 
32 3t  

32 2te t  �1 2 2 �1 4 

49 4 6t  23te t  �2 1 �2 �1 4,5 

50 
22 5t t  

3 22 te t  0 2 �2 1 1,5 

51 sin((р ) / 4)t  4sin((р ) / 2)t  3 3 2 3 3,5 

52 sin((р ) / 4)t  cos((р ) / 2)t  3 1 2 �2 2 

53 4sin((р ) / 2)t  cos((р ) / 2)t  1 1 2 0 4,5 

54 cos((р ) / 3)t  3cos((р ) / 4)t  0 2 0 2 2,5 

55 9cos((р ) / 2)t  cos((р ) / 4)t  2 1 �2 0 5 

56 2cos((р ) / 2)t  2cos((р ) / 4)t  �2 0 �2,5 1 1,5 

57 8sin((р ) / 3)t  8sin((р ) / 3)t  1 0 3 �2 1 
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Продолжение табл. 6.1 

Начальные условия №  

п/п 
Fx(t), H Fy(t), H 

x0, м y0, м/c v0x, м/c v0y, м/c 
m, кг 

58 5sin((р ) / 2)t  5cos((р ) / 4)t  0 2 1 0 4,5 

59 2sin((р ) / 4)t  10cos((р ) / 2)t 3 �1 1 1 1,5 

60 
34 5 3t t   

24 3t  0 0 0 1 1 

61 
23 6t  

27 te t  2 0 �1 �2 3 

62 
38 4t t  4 3t   �2 1 1 0 3,5 

63 
22 6t  

25 3te t   0 �1 3 0 1,5 

64 6 2 / t  24t t  �1 2 2 3 2 

65 
22 t  

te t  2 2 3 �1 4 

66 
21 5t  

3 3te t  2 2 2 0 3 

67 cos((р ) / 2)t  3cos((р ) / 3)t  3 0 3 �2 1 

68 5cos((р ) / 4)t  sin((р ) / 2)t  3 �2 �1 0 3 

69 2sin((р ) / 3)t  2sin((р ) / 4)t  0 0 0 3 2 

70 
22t t  

23 te t  2 0 1 2 3 

71 
25 6t  

2 4te t  1 2 2 1 2 

72 
35 2t t    

2 22 te t   �2 �2 1 3 1 

73 
26 2t t  

22 2te t   0 �2 3 3 3 

74 3 2t  22te t  �2 1,5 3 2 1 

75 
3 46t t   

14 3te    3 �2 3 0 0,5 

76 
37 2t t   

32 4te t t  2 2 2 �2 5 

77 6 4 2/ t  
2 5 /t t  0 �2 �2 3 4 

78 6ln t  2 2 4t t   3 1 1 1 1 

79 2 te t  
22ln t t  �2 3 3 3 0,5 

80 sin((р ) / 4)t  2cos((р ) / 4)t �2 �1 �2 0 5 

81 cos((р ) / 2)t  3sin((р ) / 4)t 3 1 �1 �1 2,5 

82 2sin((р ) / 3)t  3sin((р ) / 3)t  3 �1 0 0 1 

83 4sin((р ) / 2)t  8sin((р ) / 4)t  3 1 �2 3 3,5 

84 sin((р ) / 3)t  9cos((р ) / 3)t  1 0 3 �1 3 

85 sin((р ) / 4)t  4sin((р ) / 4)t  0 �2 0 2 1,5 

86 2cos((р ) / 3)t  5sin((р ) / 2)t  1 �2 3 2 2,5 

87 
32 5t t  

3 24 te t  0 1 1 0 1 

88 
25 2t  

24 5t  1 �1 �1 0 3,5 

89 3 1/ t  2 2 5te t t  �1 0 1 3 1 

90 34 6t t  
32 te t  0 0 1 �1 3,5 

91 24t t  
23t t  2 �1 2 2 0,5 

92 326 2 tt   2 3 te  �2 �1 0 3 2 

93 28 4t t   4 3t   �1 1 2 1 3 
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Окончание табл. 6.1 

Начальные условия №  

п/п 
Fx(t), H Fy(t), H 

x0, м y0, м/c v0x, м/c v0y, м/c 
m, кг 

94 22 6t  
25 3te t   �1 �2 0 �1 2 

95 6 2 / t  23 2 4t t   3 �2 1 3 0,5 

96 23t t  
3 2te t  �2 �1 2 2 1,5 

97 23 3t  
32 3te   3 �2 3 2 3 

98 2ln t  24t t  0 1 1 0 4 

99 2 te t  3 n5 lt t   1 0 �2 �1 2,5 

100 5 ln t  32 4t  2 �1 �1,5 1 3 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 2( ) 4  Н;t

x
F t t t e     ( ) 6cos (р ) / 3  Н;

y
F t t  

2 кг;m   
0

6 м/с;
x

v    
0

2 м/с;
y

v     
0

1 м;x   
0

0 м.y   

Используя второй закон Ньютона (1), определим компоненты 

вектора ускорения для осей ОХ и ОY  соответственно: 

 
2

2( ) 4 1 1
( ) 2 ;

2 2 2

t

tx

x

F t t t e
a t t t e

m

 
      (6.1) 

 
   

( ) 6cos (р ) / 3
( ) 3cos (р ) / 3 .

2

y

y

F t t
a t t

m
    (6.2) 

Интегрирование приводит к выражениям компонент скорости 

точки: 

 2 2 3

1

1 1 1 1
( ) ( ) 2 ;

2 2 6 2

t t

x x
v t a t dt t t e dt t t e C

         
 

   (6.3) 

     2

9
( ) ( ) 3cos (р ) / 3 sin (р ) / 3 .

y y
v t a t dt t dt t C


      (6.4)

 

Константы интегрирования определим из начальных условий 

0
6 м/с

x
v   и 

0
2 м/с.

y
v    Расчет приводит к следующим значениям:  

 0

1 1

1
(0) 6 5,5 м/с;

2
x

v e C С      (6.5) 

   2 2

9
(0) sin 0 2 2 м/с.

рy
v C С        (6.6) 
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Координаты точки определим из выражений (6.3) и (6.4) с учетом 

вычисленных констант. Интегрирование приводит к следующему:  

 
3 4

3

2 31 1
( ) ( ) 5,5

1 1 1
5,5 ;

3 2

2

4

6

2

t

t

x
x t v t dt t

t t e t C

t e dt
       

  



 


 

  

 

 

  42

9
( ) ( ) sin (р ) / 3

27
cos (р ) / 3 2 .

р

2
рy

t t

y t v t dt t d

C

t
     

 



 


 

 (6.8) 
 

Аналогичные вычисления для начальных условий 
0

1 мx   и 

0
0 мy   приводят к значениям констант интегрирования 

3
C  и 

4
C : 

 0

3 3

1
(0) 1 0,5 м;

2
x e C С      (6.9) 

   4 42

27
(0) cos 0 0 2,74 м.

р
y C С       (6.10) 

Окончательный ответ для координат ( )x t  и ( )y t  примет сле-
дующий вид: 

 3 41 1 1
( ) 5,5 0,5;

3 24 2

tx t t t e t      (6.11) 

  
2

27
( ) cos (р ) / 3 2 2,74.

р
y t t t     (6.12) 

Кинетическую энергию 2 2T mv 
 определим с использованием 

выражений (6.3) и (6.4). Подстановка в  

  2 2( ) ( )
2

x y

m
T v t v t   (6.13) 

после некоторых упрощений приводит к выражению для кинетиче-
ской энергии точки как функции времени: 

  
2 2

2 31 1 9
( ) 5,5 sin (р ) / 3 2 .

6 2 р
tT t t t e t

           
   

 (6.14)  

(6.7)
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Работу силы определим с использованием теоремы об измене-
нии кинетической энергии [см. (4)]. Подстановка  

1
1 t с   и 

2
5 t с   

в (6.14) приводит к следующим значениям: 

 
1

( ) 59,4 Дж;T t    2
7054,8 Дж,T t   (6.15) 

откуда работы силы 

   2 1 2 1
, ( ) ( ) 6995,4 Дж.A t t t T t T t     (6.16) 
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ЗАДАЧА № 7 

Дано дифференциальное уравнение движения точки вдоль пря-
мой OX  0Ax Bx Dx    . 

1. Не интегрируя данное уравнение изучить качественный ха-
рактер движения точки. Если движение периодическое, то вычислить 
период колебаний и указать поведение амплитуды с течением времени.  

2. Проинтегрировать заданное уравнение. Начальные условия 
при 0t   

0
(0)x x  и 

0
(0)

x x
v v  заданы.  

3. Рассмотреть два варианта с 0D    и 0D  . 

Исходные данные приведены в табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

Исходные данные 
№  

п/п 

А,  

кг 
B, 

кг/м2 

D, 

кг/с 
х0, 

м 

у0х, 

м/с 
№  

п/п 

А, 

кг 
B, 

кг/м2 

D, 

кг/с 
х0,  

м 

у0х, 

м/с 
1 6 4 9 5 3 51 1 9 10 5 4 

2 10 2 8 6 5 52 8 1 3 1 4 

3 6 10 5 3 4 53 5 8 12 1 2 

4 9 4 7 0 5 54 3 7 9 2 3 

5 7 15 2 3 1 55 10 6 10 5 3 

6 6 12 6 0 5 56 5 8 2 2 1 

7 10 4 10 2 5 57 3 1 2 4 1 

8 8 3 9 0 3 58 3 3 4 0 1 

9 7 4 1 5 1 59 10 9 1 4 3 

10 2 7 9 6 2 60 11 4 7 0 3 

11 3 7 6 4 1 61 11 5 7 1 0 

12 2 15 1 5 1 62 6 6 5 1 5 

13 8 3 4 6 4 63 4 1 3 2 4 

14 1 10 6 0 5 64 2 5 2 1 4 

15 10 12 10 7 4 65 7 9 12 2 5 

16 8 2 9 7 5 66 5 10 3 1 1 

17 6 11 4 1 5 67 7 1 11 1 2 

18 4 14 8 3 5 68 5 3 12 3 4 

19 4 2 1 1 1 69 1 1 8 3 4 

20 5 11 6 7 2 70 6 12 11 0 2 

21 7 10 7 4 1 71 2 5 4 2 0 

22 6 15 7 3 2 72 4 3 3 1 5 

23 9 7 7 6 1 73 8 10 6 3 5 

24 8 9 1 6 2 74 11 5 5 5 1 

25 6 9 6 2 5 75 3 9 3 2 0 



 

 45

Окончание табл. 7.1  

№  

п/п 

А,  

кг 
B, 

кг/м2 

D, 

кг/с 
х0, 

м 

у0х, 

м/с 
№  

п/п 

А, 

кг 
B, 

кг/м2 

D, 

кг/с 
х0,  

м 

у0х, 

м/с 
26 3 5 5 5 2 76 4 3 3 3 1 

27 6 4 6 0 5 77 10 8 11 1 2 

28 7 12 2 7 5 78 9 7 11 2 4 

29 4 5 3 0 5 79 11 8 5 2 5 

30 2 9 9 5 5 80 5 8 4 2 5 

31 7 10 5 5 0 81 3 9 7 4 0 

32 3 7 10 0 4 82 11 9 7 1 4 

33 6 10 7 5 5 83 1 5 10 4 2 

34 10 15 10 2 2 84 9 12 8 1 5 

35 2 8 3 3 2 85 7 2 3 5 2 

36 3 8 8 3 3 86 2 12 3 1 1 

37 5 5 6 4 0 87 11 3 7 5 1 

38 8 13 7 3 3 88 3 7 4 0 4 

39 5 15 1 3 5 89 12 7 11 0 2 

40 7 7 1 3 4 90 5 10 4 4 3 

41 8 11 1 3 4 91 1 9 10 4 5 

42 5 4 1 7 5 92 1 6 10 4 0 

43 8 11 2 1 4 93 4 4 6 4 5 

44 9 6 10 0 0 94 12 3 12 5 3 

45 7 5 9 0 1 95 12 10 6 3 3 

46 1 14 9 6 3 96 5 2 8 0 4 

47 7 11 5 0 2 97 10 5 1 4 5 

48 10 14 5 1 5 98 8 3 3 5 0 

49 8 14 4 4 0 99 7 5 8 5 4 

50 9 11 8 5 2 100 12 9 2 4 3 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: А = 1 кг; В = 20 кг/с2
;  D = 8 кг/с; х0 = 4 м;  

v0x = 1 м/с.  
Приведем дифференциальное уравнение  

 ( ) 8 ( ) 20 ( ) 0x t x t x t     (7.1) 

к стандартному виду: 

 2( ) 2в ( ) щ ( ) 0.x t x t x t     (7.2) 

[см. (6), (7)]. Из (7.1) и (7.2) нетрудно установить, что 

 1в 4 c ;  
1щ 20 4,47 c .   (7.3) 
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Если щ в  дифференциальное уравнение описывает периодиче-
ский режим затухающих колебаний. Ответ в таком случае определя-
ется выражением [см. (12)]: 

  в 2 2

0( ) sin щ в цtx t ae t    (7.4) 

с периодом 
2 2

з.к 02р щ в 3,14 с.T     

Константы a  и 
0
ц  определим из начальных условий 

0
4 мx    

и 
0

1 м/с.
x

v   С использованием выражений (7.4) и  

     в 2 2 2 2

0 0
( ) ( ) щcos щ в ц в sin щ в цt

x
v t x t ae t t        (7.5) 

получаем следующую систему уравнений: 

  







м/с,1)sin()cos()0(

м;4)sin()0(

00

22

0

av

ax

z

  (7.6) 

откуда 9,39 мa   и 
0
ц 0,44 рад . Окончательный ответ для изучае-

мого примера примет следующий вид: 

  4( ) 9,39 sin 2 0,44 .tx t e t   (7.7) 

График колебательного процесса (7.1) с 0 00,  0xx v   соответ-
ствует рис. 3, а.  

Случаю 0D   соответствует в 0.  Дифференциальное уравнение  

 ( ) 20 ( ) 0x t x t   (7.8) 

соответствует свободным колебаниям с периодом 2р щ 1,4 cT   . 

Решение дифференциального уравнения (7.8) в таком случае будем 

искать в виде [см. (9)]: 

  0( ) sin щ ц .x t A t   (7.9) 

Амплитуду и начальную фазу колебаний определим из (10): вы-

числения приводят к следующему: 

 

2

2 0
0 4 м;

щ
xv

A x
    
 

   0 0
0

0

щц arctg 1,51 рад,
x

x

v

 
  

 
 (7.10) 
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откуда  

  ( ) 4sin 4,47 1,51 .x t t   (7.11) 

График колебательного процесса (7.8) с 0 00,  0xx v   соответ-
ствует рис. 1, a.  

Для общности разберем случай апериодического затухания 
в щ.  Рассмотрим уравнение 

 ( ) 6 ( ) 8 ( ) 0,x t x t x t     (7.12)  

в котором  

 1в 3 c ;  
1щ 8 2,82 c .   (7.13) 

В случае в щ  решение дифференциального уравнения  
[см. (11)] принимает следующий вид: 

 
   2 2 2 2в в щ  в в щ  

1 2( ) .
t t

x t C e C e
     

   (7.14) 

После некоторых расчетов приходим к промежуточному резуль-
тату:  

 2 4

1 2
( ) .t tx t С e C e     (7.15) 

Константы интегрирования определим из начальных условий 

0
4 мx   и 

0
1 м/с.

x
v   Вычисление производной (7.15) приводит к вы-

ражению для скорости маятника: 

 2 4

1 2
( ) ( ) 2 4 .t t

x
v t x t С e C e      (7.16) 

Из соотношений (7.15) и (7.16) с учетом начальных условий по-
лучаем следующую систему уравнений: 

 







.м/с142)0(

м;4)0(

21

21

CCv

CCx

x

  (7.17) 

Решение (7.17) приводит к 
1

8,5С   и 
2

4,5С   , откуда для слу-
чая апериодических колебаний (7.12) окончательно получаем 

 2 4( ) 8,5 4,5 .t tx t e e   (7.18)   

График колебательного процесса (7.14) с 0 00;  0xx v   соответ-
ствует рис. 2, a.  
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В заключении разберем случай границы апериодичности в щ.  

Из дифференциального уравнения 

 ( ) 6 ( ) 9 ( ) 0x t x t x t     (7.19) 

получаем:  

 1в 3 c ;  1щ 9 3 c .   (7.20) 

Решение дифференциального уравнения (7.19) при условии 

в щ  записывается в виде 

  0щ
1 2

( ) .
t

x t e С t C
   (7.21)    

Проводя некоторые вычисления из выражения 

  3

1 2
( ) ,tx t e С t C   (7.22)  

получаем выражение для скорости маятника: 

 3 3

1 1 2
( ) ( ) 3 ( ).t t

x
v t x t C e e C t C     (7.23)  

Использование начальных условий 
0

4 мx   и 
0

1 м/с
x

v   приво-
дит к следующей системе: 

 
 

 







.м/с103)0(

;м40)0(

21

00

1

21

0

CCeeCv

CCex

x

  (7.24) 

Из (7.24) нетрудно получить 
1

13С   и 
2

4С  ; решение  диффе-
ренциального уравнения (7.19) примет следующий вид: 

  3( ) 13 4 .tx t e t   (7.25) 
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ЗАДАЧА № 8 

Дано дифференциальное уравнение движения точки вдоль пря-
мой OX  sin( р)Ax Bx D pt c   . 

1. Не интегрируя данное уравнение изучить качественный ха-
рактер движения точки. Если движение периодическое, то вычислить 
период колебаний и указать поведение амплитуды с течением времени.  

2. Проинтегрировать заданное уравнение. Начальные условия 
при 0t   

0
(0)x x  и 

0
(0)

x x
v v  заданы.  

3. Рассмотреть два варианта с 0D   и 0D  . 

Исходные данные приведены в таблице 8.1. 

Таблица 8.1 

Исходные данные 
№  

п/п 
А, кг В, кг/с2

 D, (кг  м)/с2 р, рад/с с, рад х0, м у0х, м/с 

1 5 10 2 1 1/6 1 1 

2 8 13 11 1 1/3 0 3 

3 9 1 3 3 1/4 0 1 

4 10 10 3 0,5 1/6 3 4 

5 1 2 2 3 1/4 0 4 

6 7 10 6 1,5 1/3 4 8 

7 11 9 1 3 1/6 5 1 

8 9 16 4 1,5 1 0 5 

9 13 13 10 4 1/3 7 1 

10 2 3 4 4 1 4 10 

11 8 6 3 1 1/4 0 6 

12 9 6 6 4 1/2 3 7 

13 12 10 3 3 1/4 3 4 

14 6 13 6 2,5 1/6 2 0 

15 10 13 7 3,5 1/2 8 5 

16 11 15 10 4 1/2 2 6 

17 4 3 7 2 1/2 3 3 

18 1 4 5 2,5 1/3 8 2 

19 11 16 7 4 1/4 7 9 

20 7 12 5 0,5 1/4 3 0 

21 1 14 1 3,5 1 4 2 

22 4 16 11 1 1 5 6 

23 13 9 8 1,5 1/3 2 0 

24 10 9 9 0,5 1/4 1 7 

25 12 5 2 2,5 1/3 2 7 
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Продолжение табл. 8.1 

№  

п/п 
А, кг В, кг/с2

 D, (кг  м)/с2 р, рад/с с, рад х0, м у0х, м/с 

26 6 14 3 4 1/2 0 3 

27 8 3 10 3,5 1/3 8 1 

28 7 12 2 2 1/2 7 0 

29 10 2 10 3,5 1/6 2 1 

30 13 1 7 3 1/4 1 10 

31 13 7 7 4 1/4 8 9 

32 8 9 8 2 1 3 4 

33 11 8 6 1,5 1 8 5 

34 10 5 5 1 1/4 1 3 

35 3 16 8 3,5 1/4 8 9 

36 9 11 1 3 1/3 4 3 

37 3 12 6 2,5 1/6 5 3 

38 1 3 2 0,5 1/4 3 6 

39 10 9 2 1,5 1/4 0 9 

40 1 14 10 0,5 1/2 1 4 

41 10 13 3 0,5 1/6 1 6 

42 7 8 1 0,5 1/4 1 6 

43 7 11 11 2,5 1/4 4 5 

44 10 3 9 2,5 1/3 7 0 

45 4 14 1 2,5 1 5 4 

46 13 16 4 3 1/2 0 9 

47 11 14 6 2 1/3 2 10 

48 2 13 10 2 1 6 7 

49 1 4 1,5 0,5 1 2 1 

50 2 8 10 3 1/4 3 3 

51 9 5 1 1 1/4 4 8 

52 6 6 1 1,5 1/4 1 4 

53 12 8 9 3,5 1/4 3 10 

54 12 6 11 2 1/2 0 6 

55 3 10 6 2 1/3 7 3 

56 2 15 8 1,5 1/4 8 2 

57 7 11 3 4 1/3 3 5 

58 11 16 8 4 1 1 6 

59 3 14 10 2,5 1/2 6 10 

60 12 9 5 3,5 1/4 0 10 

61 12 11 1 3 1 5 6 

62 3 3 3 3 1/4 2 3 

63 8 2 10 1 1/2 4 6 

64 6 12 5 3 1/2 3 8 

65 6 4 2 4 1 7 4 



 

 51

Окончание табл. 8.1 

№  

п/п 
А, кг В, кг/с2

 D, (кг  м)/с2 р, рад/с с, рад х0, м у0х, м/с 

66 4 11 7 2,5 1/3 8 9 

67 7 1 11 4 1/2 5 10 

68 2 2 5 1 1/2 6 4 

69 3 2 10 1,5 1 1 9 

70 1 10 8 3 1/4 7 6 

71 3 8 7 2 1 8 3 

72 10 1 2 2,5 1/3 3 3 

73 1 11 5 1,5 1/2 8 4 

74 13 7 1 2 1 1 9 

75 10 6 2 0,5 1/2 5 6 

76 10 5 7 3 1/4 0 5 

77 10 3 10 3,5 1/6 8 3 

78 7 6 9 4 1/6 6 10 

79 4 7 2 3,5 1 0 7 

80 7 7 10 1 1/6 4 0 

81 3 16 2,5 4 1/2 3 3 

82 6 14 3 0,5 1/3 1 8 

83 3 9 10 4 1/6 7 8 

84 9 3 7 1 1/4 1 3 

85 6 8 4 3,5 1/3 4 6 

86 12 6 1 0,5 1/2 3 4 

87 5 1 5 1,5 1/4 1 0 

88 6 3 7 3,5 1/6 3 6 

89 12 3 4 1 1/4 0 1 

90 9 14 1 3 1/4 1 6 

91 8 5 3 1,5 1 8 8 

92 7 3 9 4 1/4 7 10 

93 11 10 9 3 1/3 4 4 

94 1 6 2 2,5 1/6 4 6 

95 5 16 8 3,5 1/6 3 8 

96 9 7 6 1 1/4 8 1 

97 13 3 2 4 1/4 8 0 

98 10 2 5 2 1/6 3 1 

99 6 4 11 3 1/6 7 9 

100 6 4 5 1,5 1/2 0 7 
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: А = 2 кг; В = 4 кг/с2
; D = 5 (кг  м)/с2

; р = 3 рад/с;   
с = 1/6 рад; х0 = 3 м; v0х = 4 м/с.    

Приведем дифференциальное уравнение 

 
р

2 ( ) 8 ( ) 5sin 3
6

x t x t t
    
 

  (8.1)  

к стандартному виду. После некоторых вычислений из (8.1) получаем 

 
р

( ) 4 ( ) 2,5sin 3 ,
6

x t x t t
    
 

  (8.2) 

откуда [см. (15)] щ 4 2   рад/с, 3p   рад/с и 2,5h   кг  м /с2
. По-

скольку щp   изучаемое уравнение соответствует вынужденным ко-
лебаниям большой частоты. 

Решение уравнения (8.2) будем искать как сумму общего  об ( )x t  

и частного ч ( )x t  решений. Общее решение уравнения  

 об об( ) 4 ( ) 0x t x t   (8.3) 

будем искать в виде [сравним с (9)]: 

    об 1 2( ) sin щ cos щ .x t С t С t   (8.4) 

Частное решение определим исходя из вида правой части урав-
нения (8.1), в рассматриваемом случае 

 ч

р
( ) sin 3 ,

6
x t A t

   
 

  (8.5) 

где A   � неизвестный коэффициент. Для определения последнего вы-

числим производные по времени от выражения (8.5): 

 ч

р
( ) 3 sin 3 ;

6
x t A t

    
 

   ч

р
( ) 9 cos 3

6
x t A t

    
 

  (8.6) 

и подставим в исходное уравнение (8.2).  Вычисления дают 

 
р

( ) 4 ( ) 5 sin 3 .
6

ч чx t x t A t
     
 

  (8.7)  

Сравнение коэффициентов правых частей выражений (8.2)  
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и (8.7) приводит к значению 1 2.A    С учетом (8.4) и (8.5) получаем 

    1 2

1 р
( ) sin щ cos щ sin 3 .

2 6
x t С t С t t

     
 

 (8.8) 

Константы 
1 2
,С C  определим из начальных условий. Вычисление 

производной выражения (8.8): 

    1 2

( ) 3 р
( ) щcos щ щsin щ cos 3

2 6
x

dx t
v t С t С t t

dt

      
 

  (8.9) 

с учетом значений щ 2  рад/с; 
0

3x   м; 
0

4
x

v   м/с приводит  
к следующей системе уравнений: 

 














,42
4

33
)0(

;3
4

1
)0(

2

1

Cv

Cx

x

  (8.10) 

откуда 
1

3,25С   и 
2

2,65С  . Для случая 0D   окончательно получаем 

     1 р
( ) 3,25sin щ 2,65cos щ sin 3 .

2 6
x t t t t

     
 

 (8.11) 

В случае D = 0  уравнение (8.1) примет следующий вид: 

 2 ( ) 8 ( ) 0,x t x t   (8.12) 

откуда  
 ( ) 4 ( ) 0.x t x t    (8.13) 

Решение уравнения (8.13) будем искать в виде [см. (9)]: 

  0
( ) sin щ ц ,x t A t   (8.14) 

где A  � амплитуда колебаний и 0ц  � начальная фаза.  Расчет выраже-
ний (10) с учетом щ 2  рад/с, 

0
3x   м и 

0
4

x
v   м/с приводит к сле-

дующему: 

 

2

2 0
0 3,6 м;xv

A x
    
 

0
0

0

щ ц arctg 0,98 рад,
x

x

v

 
  

 
 (8.15) 

откуда 
  ( ) 3,6sin 2 0,98 .x t t   (8.16) 

Полученное выражение (8.16) соответствует решению в случае D = 0.  
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ЗАДАЧА № 9 

Круглый диск (цилиндр) массы m радиуса R  вращается вокруг 
своей центральной оси z, перпендикулярной плоскости диска. Враще-
ние обусловлено моментом внешних сил ( )E

z
M t . 

Заданы начальные условия: при 0t   известно 
0

щ(0) щ ; 

0
ц(0) ц . Кроме того, указана точка M  на расстоянии ОM  от оси 

вращения. 
Найти: 

1. Закон вращения ц ц( )t , рад.  

2. Кинетическую энергию диска в момент времени 
1

t t  с. 
3. Работу внешних моментов сил ( )E

z
M t  на интервале времени 

1
[0, ]t t . 

4. Скорость и ускорение точки M  в момент времени  
1

t t  с. 
Исходные данные приведены в табл. 9.1.  

Таблица 9.1 

Исходные даннные 
Начальные  
условия 

№  

п/п 
m, кг R, м OM, м t1, с ( ),

E

z
M t  Н  м 

0, рад 0, рад/с 
1 3 3 R/4 3 24 4t  р / 4  1 

2 2,5 5 R/6 2 49 3t  р / 4  �1 

3 2,5 8 R/6 4 24 6t t    р / 2  �1,5 

4 3 7 2R/3 3,5 31 3t  2р / 3  р  

5 1 9 R/3 0,5 25 4t  р  2 

6 2 3 R/5 2 31 2t t   р / 3  1,5 

7 1 8 R/5 1 28 4t t   2р / 3  0 

8 3,5 1 R/5 4 1 3t  р  �1,5 

9 3 5 R/6 2,5 24 3t t   р / 4  р / 2  

10 2,5 4 R/5 4 24 3 6t t   р / 2  р 1,5 

11 1 4 R/5 1 42 5 2t t   р / 6  2р  

12 3 8 R/5 3 36 5 2t t   р / 2  1 

13 4 8 R/6 0,5 2 31 5 2t t   0 2 

14 1 4 R/3 0,5 33 2 3t t   р  �2 

15 3 7 R/5 0,5 34 4 3t t   2р  �1 

16 1 5 R/5 3 31 5t  р / 6  1,5 
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Продолжение табл. 9.1 

Начальные  
условия 

№  

п/п 
m, кг R, м OM, м t1, с ( ),

E

z
M t  Н  м 

0, рад 0, рад/с 
17 4 7 2R/3 1,5 21 4t t   2р / 3  �1 

18 2 5 R/3 4 33 6t  р / 3 2 

19 3 5 R/2 3,5 24 4t  р / 4  �2 

20 1,5 7 R/5 0,5 26 6 2t t   0 2р  

21 4 4 R/2 3 5 6t  р / 6  �2 

22 2,5 1 R/2 2 33 2t t   р / 3 2р  
23 1,5 5 R/4 0,5 1 3t  0 �2 

24 1,5 4 R/6 4 24 t  р  0 

25 1,5 4 R/6 3,5 34 4 5t t   2р  �1 

26 2,5 6 R/2 3 2 32 4t t   р  �1,5 

27 2,5 4 R/6 4 26 5t  р / 6  р / 3 

28 3 1 R/6 1 21 6t  р / 2  2 

29 2 4 R/2 3,5 37 2 5t t   р / 2  1,5 

30 4 6 R/4 3 35 4t  р / 4  2 

31 3 4 2R/3 1,5 23 4t t    р  0 

32 1 4 3R/5 2,5 32 3t  р / 2  �1 

33 1 9 4R/5 1,5 23 6t  0 р / 3 

34 1 3 R/3 2,5 34 2 4t t    2р / 3  2 

35 1,5 8 2R/3 3,5 6 5t  р / 6  0 

36 0,5 9 R/5 3,5 37 5 3t t   р / 4  2р  

37 3,5 6 R/6 0,5 21 4t  р  р / 3  

38 3,5 5 R/4 4 52 6t t    р / 6  0 

39 4 5 R/3 1,5 33 4t t   р / 3  1 

40 2,5 2 2R/3 4 35 4t  р / 6  �1,5 

41 2 4 R 1,5 24 3 2t t   р  �1 

42 3,5 3 R/6 2 3 3t  2р / 3  �2 

43 4 3 R/3 2 24 6t  р / 2  1 

44 2 7 R/4 3,5 2 36 5t t   р / 3  1,5 

45 2 5 R/5 3,5 34 4t  0 1 

46 2 10 R/3 2 31 2t t   р  �1 

47 1 9 R/5 1,5 24 4 2t t   р / 3  2р / 3  

48 4 5 R/3 2 39 2 3t t   р / 6  �1 

49 4 3 2R/3 3,5 36 2t  р / 3 �2 

50 1 5 2R/5 1,5 32 3 4t t   р  1 

51 3,5 1 R/5 0,5 35 5 3t t   р / 4  р / 3 
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Продолжение табл. 9.1 

Начальные  
условия 

№  

п/п 
m, кг R, м OM, м t1, с ( ),

E

z
M t  Н  м 

0, рад 0, рад/с 
52 0,5 4 R/6 3,5 34 4t t   р / 4  1,5 

53 3 7 R/2 4 22 5t  р / 4  0 

54 2 1 R/5 3,5 35 4t  р / 3  2р  

55 3 6 R/5 3 31 3t t   р / 6  -2 

56 0,5 5 R/5 4 26 5t   р / 6  1,5 

57 4 4 R/4 1,5 22 4t  р / 6  �2 

58 3 8 R/3 3,5 25 6t t   р  р / 4  

59 0,5 5 R/5 2 21 3t t   р / 6  1 

60 2 1 R/5 2 2 32 3t t   р / 4  0 

61 0,5 1 R/6 2,5 2 4t  р / 2  �2 

62 4 5 R/3 3,5 4 6t  р / 2  0 

63 3,5 10 2R/3 2 2 32 4t t   0 1 

64 1,5 3 R/4 0,5 7 3t  р / 4  р / 2  
65 3 4 R/6 1 25 5t  0 0 

66 0,5 6 R/3 2,5 33 5t t    р / 4  р / 4  

67 2 10 R 2,5 21 2 4t t   р / 2  �2 

68 1 4 R/4 1,5 33 6t  р  �1,5 

69 2,5 8 R/6 4 32 8t  р / 4  2 

70 1 3 R/4 4 28 3t t   р / 2  1,5 

71 1 3 R/6 3 24 2t t    р / 4  0 

72 3,5 1 R/3 2,5 33 6t  р / 3 р / 2  

73 2 5 3R/4 0,5 2 31 5t t   р / 4  2 

74 2 6 2R/3 2,5 212 5t t  р / 4  �2 

75 2 1 R 1,5 36 5t  р  1 

76 1 5 R/6 2 38 2t t   р / 3 2 

77 2,5 5 R/4 2,5 26 7t  р / 4  2р  

78 3,5 4 R/6 4 21 t t   р / 2  р / 3 

79 1 9 R/6 2 35 2 5t t   р / 4  р / 4  

80 2 4 R/6 1 22 4t  р / 2  1,5 

81 1,5 6 3R/5 3,5 2 31 2t t   р  1,5 

82 3 8 R/6 2,5 32 8t  р / 4  �2 

83 4 3 R/3 3 45 t t   р  1 

84 1 3 R/4 3 31 3t t   р / 3  0 

85 2,5 4 R/6 3 3 4t   р / 4  1,5 

86 4 3 R/4 2,5 45 4t t  р / 3  2 
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Окончание табл. 9.1 

Начальные  
условия 

№  

п/п 
m, кг R, м OM, м t1, с ( ),

E

z
M t  Н  м 

0, рад 0, рад/с 
87 1,5 10 R/3 2,5 211 4t  р / 4  1,5 

88 2 4 R/5 3,5 24 6t  р / 4  �1,5 

89 0,5 10 R/5 0,5 33 5 5t t   0 1 

90 3 4 R/5 1 2 34 4 3t t   р / 3 1,5 

91 2 8 3R/7 3,5 25 3t  р / 4  0 

92 1,5 10 R/2 1,5 24 4t  р / 4  �1 

93 2 8 R/4 3,5 49 3t  р / 6  1 

94 2 1 R/2 2,5 26 4t t   р / 4  �1,5 

95 2,5 5 R 2,5 31 2 3t t   р / 3  2р  
96 1,5 9 R/2 1,5 25 4 4t t   р / 3 2  
97 0,5 8 R/3 3 1 2t  р  0 

98 4 7 R/4 1,5 32 3t t    0 1 

99 3,5 3 R/4 4 25 6t t   р  0 

100 3,5 7 R/6 4 33 2t t   р / 3  1 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 2 3( ) 4E

z
M t t t t    Н  м; m = 2 кг; R = 4 м; 

OM = R/3; t1 = 2 c; 0 = /4 рад; 0 = 0 рад/с. 
Решение проведем с использованием основного уравнения ди-

намики вращательного движения [см. (18)]: 

 ( ) е( ),E

z z
M t J t  (9.1) 

где 
z

J  � осевой момент инерции твердого тела, а е( )t  � угловое уско-
рение тела.  Для однородного диска осевой момент инерции опреде-
ляется выражением 

 
2

.
2

z

mR
J   (9.2) 

Используя исходные данные, получаем 2 22 16 кг м .
z

J mR    Из вы-

ражения (9.1) угловое ускорение диска определяется как 

 
2 3 2 3( ) 4е( ) .

16 4 16 16

E

z

z

M t t t t t t t
t

J

 
      (9.3) 
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Угловую скорость определим непосредственным интегрирова-
нием: 

 

2 3

2 3 4

1

щ( ) е( )
4 16 16

.
8 48 64

t t t
t t dt dt

t t t
C

      
 

   

 
   

Константу 
1

C  вычислим из условия 
0
щ 0 рад/с , откуда 

 
1

щ(0) 0 рад/с.C    (9.5)  

Функцию угла поворота диска определим из (9.4); интегрирова-
ние приводит к следующему: 

 

2 3 4

3 4 5

2

ц( ) щ( )
8 48 64

.
24 192 320

t t t
t t dt dt

t t t
C

      
 

   

 

  
 

Условие 
0
ц р / 4 рад  окончательно приводит к  

 
3 4 5 рц( ) .

24 192 320 4

t t t
t      (9.7) 

Кинетическую энергию диска 

 
2щ ( )

2

z
J t

T   (9.8) 

вычислим в момент времени 
1

2 c:t   подстановка в (9.4) приводит к 
значению 

1
щ( ) 7 12 рад/сt  . Из (9.6) для указанного момента времени 

получаем 

 
2 2

1
щ ( ) 16(7 /12)

2,7 Дж.
2 2

z
J t

T     (9.9) 

Работу внешних моментов сил на интервале времени 
1

[0, ]t t  

определим с использованием теоремы об изменении кинетической 

энергии [см. (4)]:  

   1
( ) ( 0).E

z
A M T t T t    (9.10) 

(9.4) 

(9.6) 
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Поскольку ( 0) 0T t    Дж, из (9.9) и (9.10) получаем 

   1
( ) ( 0) 2,7 Дж.E

z
A M T t T t      (9.11) 

Скорость и ускорение точки M  вычислим с использованием 

выражений (9.3) и (9.4). Для скорости точки 

 щ ,
M

v OM  (9.12) 

где 3 4 / 3 мOM R  , в момент времени 
1

2 ct   получаем 

 
1

щ( ) 0,8 м/с.
M

v t OM    (9.13) 

Для нормального и тангенциального ускорения точки, соответ-
ственно, 

 2 2

1
щ ( ) 0,5 м/с ,n

M
a t OM    ф 2

1
е( ) 1 м/с ,

M
a t OM    (9.14) 

 откуда модуль ускорения точки M  

    2 2ф 21,1 м/с .n

M M M
a a a  

  (9.15) 
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ЗАДАЧА № 10 

Точка массы m  движется на плоскости xoy . Потенциальная 
энергия точки определяется выражением П = b1x+b2y. Указаны на-
чальные условия: 

0
(0) ;

x x
v v  

0
(0) ;

y y
v v  

0
(0) ;x x  

0
(0)y y . 

Найти: 

1. Силу ( , )
x y

F F F


, действующую на точку. 
2. Траекторию движения точки и закон движения точки по этой 

траектории.  

3. Кинетическую энергию точки как функцию времени.  

Исходные данные приведены в табл. 10.1.   

Таблица 10.1 

Исходные данные 
Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

1 6 �2 0 5 5 �1 4 

2 1 1/2 �1 5 5 3 3 

3 2 �1 4 0 0 6 3 

4 2 5/3 �4 �2 �2 8 2 

5 2 2 1 5 5 1 1 

6 3 8 8 4 4 �2 5 

7 5 �3 �7 �3 �3 0 4 

8 6 8 �7 0 0 4 3 

9 1 4/5 8 �1 �1 8 3 

10 4 �1 6 �1 �1 5 2 

11 4 1 4 �3 �3 0 2 

12 3 5 3 1 1 5 5 

13 1 8 �7 �1 �1 9 2 

14 7 �3 3 2 2 6 1 

15 4 4 2 �1 �1 3 5 

16 5 7 0 �1 �1 8 2 

17 2 5 6 1 1 7 5 

18 3 �4 0 3 3 6 1 

19 2 �5 0 3 3 3 4 

20 6 1 2 4 4 3 1 

21 5 �5 1 2 2 �2 5 

22 5 �2 �6 �3 �3 8 4 

23 4 4 4 �1 �1 3 1 

24 2 �5 �4 3 3 �1 5 
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Продолжение табл. 10.1 

Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

25 7 �2 4 5 5 0 1 

26 4 �4 0 3 3 �2 1 

27 2 7 �6 5 5 �1 5 

28 4 �3 �1 �1 �1 6 1 

29 3 �3 4 5 5 4 2 

30 7 7 �1 5 5 4 5 

31 2 �2 �3 0 0 9 2 

32 5 �7 7 1 1 9 4 

33 3 �2 2 �2 �2 5 1 

34 1 �1 2 2 2 �1 3 

35 6 8 1 4 4 1 5 

36 3 �3 4 0 0 8 5 

37 5 8 7 1 1 8 3 

38 6 6 �6 �1 �1 �2 5 

39 5 �3 6 3 3 8 1 

40 6 6 �2 �3 �3 7 3 

41 1 0 0 2 2 5 4 

42 0 2 4 0 0 4 1 

43 �5 �6 5 �3 �3 4 2 

44 �4 1 �2 1 1 6 1 

45 0 4 �5 0 0 1 5 

46 4 �2 �1 �2 �2 9 1 

47 �1 6 0 �1 �1 �2 3 

48 2 8 5 5 5 2 4 

49 5 6 0 3 3 0 1 

50 �5 �1 �2 �3 �3 7 3 

51 �2 6 3 �2 �2 1 3 

52 3 �2 0 0 0 2 2 

53 �3 �7 5 1 1 5 4 

54 �1 �6 �5 �3 �3 2 1 

55 1 �5 �2 2 2 8 3 

56 5 �6 3 3 3 �2 3 

57 3 5 �7 �1 �1 9 1 

58 �1 1 �4 4 4 �2 2 

59 1 �1 �4 5 5 1 4 

60 �2 �3 5 5 5 5 3 

61 �4 �6 6 �3 �3 0 4 

62 �5 �5 6 5 5 8 3 

63 0 �3 �6 1 1 4 2 

64 3 4 �6 �2 �2 0 4 
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Окончание  табл. 10.1 

Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

65 2 �5 7 �3 �3 6 2 

66 �3 7 �7 5 5 5 1 

67 2 7 5 1 1 5 1 

68 �5 2 �2 2 2 0 3 

69 �1 6 7 5 5 8 1 

70 �3 1 3 -3 �3 �2 1 

71 3 4 5 2 2 2 3 

72 4 1 0 3 3 8 2 

73 �3 �6 �4 5 5 8 2 

74 5 8/7 8 �1 �1 2 3 

75 �2 3 �5 1 1 �1 5 

76 1 0 �1 0 0 3 1 

77 4 1 �1 �3 �3 4 4 

78 �3 �1 �4 4 4 6 3 

79 �1 1 �6 3 3 4 1 

80 0 4 8 �3 �3 6 4 

81 1/3 8 �7 �2 �2 5 4 

82 1 1 6 2 2 0 1 

83 3 7 3 2 2 7 5 

84 2 7 0 3 3 �1 2 

85 �3 2 0 1 1 5 3 

86 2 4 �7 0 0 �2 3 

87 �5 �7 4 �2 �2 7 2 

88 4 4 �4 �3 �3 �2 1 

89 �4/5 1 �5 0 0 3 5 

90 3/2 �3 2 1 1 8 1 

91 5 �7 0 3 3 0 2 

92 6 �1 �2 �1 �1 7 1 

93 1 7 �1 �2 �2 �1 2 

94 0 �3 �7 4 4 6 5 

95 �5 �1 �7 5 5 8 4 

96 �4 7 �7 4 4 4 5 

97 0 7 �3 5 5 �2 4 

98 4 �2 6 4 4 3 4 

99 3 4 4 5 5 7 1 

100 6/5 5 �6 �2 �2 8 5 
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: П 5 3 ;x y    
0

3 м/с;
x

v   
0

4 м/с;
y

v   

0
3 м;x  

0
1 м;y   2 кг.m   

Воспользуемся выражением 

 
П П П

 П ,F grad i j k
x y z

   
         

  
 (10.1)  

устанавливающим связь между вектором силы и потенциальной энерги-

ей точки. Выражение  П 5 3x y    приводит к компонентам силы F


: 

  П
5 3 5 Н;xF x y

x x

 
      

 
 (10.2) 

  П
5 3 3 Н.yF x y

y y

 
       

 
 (10.3) 

Определение компонент скорости проведем с использованием 

второго закона Ньютона (1). Для рассматриваемого примера 

 1

5
( ) ( )  ;

2

x
x x

F
v t a t dt dt t С

m
      (10.4) 

 2

3
( ) ( )  .

2

y

y y

F
v t a y dt dt t С

m
       (10.5) 

Константы интегрирования определим из начальных условий.  

С учетом значений 
0 x

v  и 
0 y

v  из (10.4) и (10.5) получаем: 

 
1

(0) 3 м/с 3 м/с;
x

v C    
2

(0) 4 м/с 4 м/с.
x

v C     (10.6) 

Аналогично для координат точки получаем 

 2

3

5 5
( ) ( ) 3  3 ,

2 4
x

x t v t dt t dt t t C
       
 

   (10.7) 
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откуда  

3
(0) 3 м 3 мx C      

и  

2

4

3 3
( ) ( ) 4  4 ;

2 4
x

y t y t dt t dt t t C
         
 

   

 
4

(0) 1 м 1 м.y C     (10.8) 

Уравнение траектории точки ( )y x  определим из уравнения 

 25
( ) 3 3,

4
x t t t    (10.9) 

откуда  

  2
5 24 3 ,   0.

5
t x t     (10.10) 

Подстановка выражения (10.10) в уравнение ( )y t  после некото-
рых упрощений приводит к следующему: 

  1
( ) 15 58 5 24 194 .

25
y x x x      (10.11) 

Кинетическая энергия точки определяется выражением 

  
2

2 2( ) ( ) .
2 2

x y

mv m
T v t v t  


 (10.12) 

Для рассматриваемого примера 5 3
( ) 3; ( ) 4.

2 2
x y

v t t v t t      

Подстановка ( )xv t  и  ( )yv t  в выражение (10.12) приводит к оконча-
тельному ответу: 

    2 2 21
( ) ( ) 17 6 50 .

2 2
x y

m
T v t v t t t      (10.13) 
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ЗАДАЧА № 11 

Точка массы m  движется на плоскости XOY .  Потенциальная 
энергия точки определена выражением 2 2

1 2
П b x b y  . Указаны на-

чальные условия: 
0

(0) ;
x x

v v  
0

(0) ;
y y

v v  
0

(0)x x ; 
0

(0) .y y  

Найти: 

1. Силу ( , )
x y

F F F


, действующую на точку. 
2. Закон движения точки ( )x t  и ( )y t . 

3. Кинетическую энергию точки как функцию времени.  

Исходные данные приведены в табл. 11.1.  

Таблица 11.1 

Исходные данные 
Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

1 2 �2 0 5 5 �1 1 

2 1 1/3 �1 5 5 3 3 

3 2 �1 4 0 0 6 4 

4 2 5/3 �4 �2 �2 8 1 

5 1 2 1 5 5 1 2 

6 3 8 8 4 4 �2 1 

7 3 �1 �7 �3 �3 0 5 

8 6 �2 �7 0 0 4 1 

9 1 4/5 8 �1 �1 8 3 

10 4 �1 6 �1 �1 5 2 

11 3 1 4 �3 �3 0 2 

12 3 5 3 1 1 5 5 

13 1 8 �7 �1 �1 9 2 

14 �3 �3 3 2 2 6 1 

15 4 4 2 �1 �1 3 5 

16 5 7 0 �1 �1 8 2 

17 2 5 6 1 1 7 5 

18 3 �2 0 3 3 6 1 

19 2 �5 0 3 3 3 4 

20 6 1 2 4 4 3 1 

21 5 �5 1 2 � �2 5 

22 5 �2 �6 �3 � 8 4 

23 4 4 4 �1 �1 3 1 

24 2 �5 �4 3 3 �1 5 
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Продолжение табл. 11.1 

Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

25 7 �2 4 5 5 0 1 

26 1 �4 0 3 3 �2 1 

27 2 7 �6 5 5 �1 5 

28 4 �3 �1 �1 �1 6 1 

29 3 �3 4 5 5 4 2 

30 7 7 �1 5 5 4 5 

31 2 �2 �3 0 0 9 2 

32 5 �7 7 1 1 9 4 

33 3 �2 2 �2 �2 5 1 

34 1 �1 2 2 2 �1 3 

35 6 8 1 4 4 1 5 

36 3 �3 4 0 0 8 5 

37 5 8 7 1 1 8 3 

38 6 6 �6 �1 �1 �2 5 

39 5 �3 6 3 3 8 1 

40 6 6 �2 �3 �3 7 3 

41 1 0 0 2 2 5 4 

42 0 2 4 0 0 4 1 

43 �5 �6 5 �3 �3 4 2 

44 �4 1 �2 1 1 6 1 

45 0 4 �5 0 0 1 5 

46 4 �2 �1 �2 �2 9 4 

47 �1 6 0 �1 �1 �2 1 

48 2 8 5 5 5 2 3 

49 5 6 0 3 3 0 5 

50 �5 �1 �2 �3 �3 7 5 

51 �2 6 3 �2 �2 1 3 

52 3 �2 0 0 0 2 4 

53 �3 �7 5 1 1 5 1 

54 �1 �6 �5 �3 �3 2 1 

55 1 �5 �2 2 2 8 3 

56 5 �6 3 3 3 �2 3 

57 3 5 �7 �1 �1 9 1 

58 �1 1 �4 4 4 �2 2 

59 1 �1 �4 5 5 1 4 

60 �2 �3 5 5 5 5 3 

61 �4 �6 6 �3 �3 0 4 

62 �5 �5 6 5 5 8 3 

63 0 �3 �6 1 1 4 2 

64 3 4 �6 �2 �2 0 4 
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Окончание  табл. 11.1 

Коэффициенты Начальные условия № 

п/п 
b1,  

(кг  м)/с2 

b2,  

(кг  м)/с2
 

х0, м у0, м v0x, м/c v0у, м/c 
m, кг 

65 2 �5 7 �3 �3 6 2 

66 �3 7 �7 5 5 5 1 

67 2 7 5 1 1 5 1 

68 �5 2 �2 2 2 0 3 

69 �1 6 7 5 5 8 1 

70 �3 1 3 �3 �3 �2 1 

71 3 4 5 2 2 2 3 

72 4 1 0 3 3 8 2 

73 �3 �6 �4 5 5 8 2 

74 5 8/7 8 �1 �1 2 3 

75 �2 3 �5 1 1 �1 5 

76 1 0 �1 0 0 3 1 

77 4 1 �1 �3 �3 4 4 

78 �3 �1 �4 4 4 6 3 

79 �1 1 �6 3 3 4 1 

80 0 4 8 �3 �3 6 4 

81 1/3 8 �7 �2 �2 5 4 

82 1 1 6 2 2 0 1 

83 3 7 3 2 2 7 5 

84 2 7 0 3 3 �1 2 

85 �3 2 0 1 1 5 3 

86 2 4 �7 0 0 �2 3 

87 �5 �7 4 �2 �2 7 2 

88 4 4 �4 �3 �3 �2 1 

89 �4/5 1 �5 0 0 3 5 

90 3/2 �3 2 1 1 8 1 

91 5 �7 0 3 3 0 2 

92 6 �1 �2 �1 �1 7 1 

93 1 7 �1 �2 �2 �1 2 

94 0 �3 �7 4 4 6 5 

95 �5 �1 �7 5 5 8 4 

96 �4 7 �7 4 4 4 5 

97 0 7 �3 5 5 �2 4 

98 4 �2 6 4 4 3 4 

99 3 4 4 5 5 7 1 

100 6/5 5 �6 �2 �2 8 5 
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: 2 2П 2 ;x y   
0

4 м/с;
x

v   
0

1 м/с;
y

v   
0

2 м;x   

0
1 м;y    1 кг.m   

 Решение проведем с использованием соотношения (см. задачу 10): 

 
П П П

grad П .F i j k
x y z

   
         

  
 (11.1) 

В изучаемом примере выражение 2 2П 2x y   приводит к сле-
дующим выражениям для компонент сил: 

 2 2П
2 4 ;xF x y x

x x

 
      

 
 

  2 2П
2 2 .yF x y y

y y

 
     

 
 (11.2) 

Дальнейшее решение будем проводить c использованием второ-
го закон Ньютона (1) в компонентной записи: 

 ( );   ( ).x yF mx t F my t    (11.3) 

Подстановка выражений (11.2) в (11.3) проводит к следующим 

дифференциальным уравнениям движения точки: 

 ( ) 4 ( );x t x t    ( ) 2 ( ).y t y t   (11.4) 

Процедура решения уравнений (11.4) подробно изложена в за-
даче 7. Для оси OX решение дифференциального уравнения  

 4( ) ( ) 0x t x t   (11.5) 

определяется выражением 

  0
( ) sin щ ц .x t A t   (11.6) 

Использование (10) c учетом щ 2 рад/с  приводит к значениям 

2,8 мA   и 
0
ц 0,79 рад.  Окончательное решение для уравнения 

(11.5) примет следующий вид: 

  ( ) 2,8sin 2 0,79 .x t t   (11.7) 

Решение дифференциального уравнения для оси OY  
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 2( ) ( ) 0y t y t   (11.8) 

будем искать в виде 

 1 2л л
1 2

( ) ,
t t

y t C e C e    (11.9) 

где для изучаемого случая 
1,2
л 2.   Определение констант интегри-

рования 
1,2

C  проведем с использованием начальных условий. Вычис-
ление скорости точки 

 2 2 2 2

1 2 1 2
( ) ( ) ( ) 2 2t t t t

y

d
v t y t C e C e C e C e

dt

       (11.10) 

с последующим решением системы уравнений 

 










,122)0(

;1)0(

21

21

CCv

CCy

y

  (11.11) 

приводит к значениям 
1

0,15C    и 
2

0,85.C    Окончательный ответ 
для дифференциального уравнения (11.8) примет следующий вид: 

 2 2( ) 0,15 0,85 .t ty t e e    (11.12) 

Кинетическую энергию точки  

  2 2( ) ( )
2

x y

m
T v t v t   (11.13) 

определим с использованием выражений (11.7) и (11.12); вычисление 
производных  

     ( ) ( ) 2,8sin 2 0,79 5,6cos 2 0,79
x

d
v t x t t t

dt
      (11.14) 

и 

  2 2 2 2( ) ( ) 0,15 0,85 1,20 0,21t t t t

y

d
v t y t e e e e

dt

        (11.15) 

после некоторых упрощений приводит к следующему: 

 
     

   

22
2 2

 

1
2,8sin 2 0,79 1, 20 0,21

2

7,59 7,84cos(4 1,58) 0,74 cos 2 2 0,70sin 2 2 .

t tT t e e

t h t h t

    

    
  (11.16) 

(11.16) 
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ЗАДАЧА № 12 

Составить уравнение Лагранжа второго рода. Изучить движение 
механической системы с одной степенью свободы с кинетической 

2

x
T av  и потенциальной энергией П .bx c   Проинтегрировать по-
лученное уравнение с учетом начальных условий при 0t 

0
(0)x x   

и 
0

(0)
x x

v v . 

Исходные данные приведены в табл. 12.1.  

Таблица 12.1 

Исходные данные 
Начальные условия № 

п/п 
a, кг b, (кг  м)/с2

 с, (кг  м2
)/с2

 х0, м v0x, м/c 

1 4/7 11 �4 3 4 

2 1 13 �5 2,5 1,5 

3 5/6 1 1 0,5 2 

4 5 13 �3 3,5 �0,5 

5 2 11 6 1,5 3,5 

6 1 9 1 1 0,5 

7 9/2 2 �6 0,5 0 

8 7/2 11 1 1 �0,5 

9 2/3 8 2 1,5 �0,5 

10 7/2 5 �2 1 0,5 

11 1/2 8 5 �0,5 0,5 

12 5/2 4 3 0 0,5 

13 7/2 5 2 �0,5 �1 

14 1/2 1 1 2,5 1,5 

15 5/6 1 �6 �0,5 1 

16 2/3 14 �1 2,5 �2 

17 1/2 5 0 0 2,5 

18 3 14 2 1,5 0,5 

19 4 5 �3 2 �0,5 

20 2 4 0 �0,5 1 

21 7/2 11 3 0 �0,5 

22 5/2 9 �4 0,5 3 

23 5/6 12 �3 0 0,5 

24 3 8 �6 3,5 �1 

25 2 3 2 �1 3 

26 7/2 10 4 2 1 

27 5/2 11 �5 3 1,5 

28 5 5 �6 3,5 0,5 
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Продолжение табл. 12.1 

Начальные условия № 

п/п 
a, кг b, (кг  м)/с2

 с, (кг  м2
)/с2

 х0, м v0x, м/c 

29 1 5 3 3 �2 

30 5/2 8 0 �0,5 2,5 

31 9/2 10 �2 3,5 2,5 

32 2 7 �5 �0,5 1 

33 5 8 4 0,5 �0,5 

34 2 5 0 0,5 2,5 

35 ½ 14 �4 0 1 

36 2/3 7 5 1 0,5 

37 5/2 11 2 3,5 1 

38 7/2 3 0 2 0,5 

39 5/6 6 6 2,5 3,5 

40 4 10 5 3 1,5 

41 5/2 8 0 1,5 0 

42 5 12 2 0,5 �1,5 

43 ½ 12 6 �1 4 

44 4 5 1 2,5 �1,5 

45 7/2 3 6 �1 4 

46 2/3 1 3 3,5 1,5 

47 2 3 2 1,5 3 

48 2/3 7 4 0 �1,5 

49 ½ 4 �3 3 2,5 

50 5/2 10 �6 0,5 2 

51 5/6 6 1 3,5 1,5 

52 5/2 10 �1 0 3,5 

53 2/3 8 6 1,5 0,5 

54 ½ 1 �6 0,5 �1 

55 7/2 5 2 2,5 �1 

56 7/2 4 �6 2 4 

57 9/2 6 3 0,5 1 

58 2/3 8 2 0,5 3 

59 1 13 5 0,5 1,5 

60 5/2 12 �4 3,5 �1 

61 ½ 5 0 2,5 �0,5 

62 7/2 6 3 2,5 1 

63 ½ 5 �2 1 �0,5 

64 1 14 5 �0,5 0,5 

65 5 12 1 0,5 3,5 

66 1 11 0 2 3,5 

67 1 12 �4 4 3,5 

68 2/3 12 �4 1 2,5 

69 3 9 �2 2,5 �1 
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Окончание табл. 12.1  

Начальные условия № 

п/п 
a, кг b, (кг  м)/с2

 с, (кг  м2
)/с2

 х0, м v0x, м/c 

70 4 5 �3 �0,5 0 

71 7/2 3 6 1,5 4 

72 5/6 10 5 4 �2 

73 3 7 0 4 0,5 

74 3 2 �5 4 3 

75 2 10 �6 �1 �0,5 

76 5 2 4 -1 0 

77 9/2 9 1 �0,5 0,5 

78 1/2 2 �6 �0,5 1,5 

79 2/3 13 �5 �1 1,5 

80 5/2 11 �1 3 �1,5 

81 7/2 5 6 2 0 

82 1 12 �5 1,5 �1,5 

83 2 7 �3 4 3 

84 9/2 9 0 3 1,5 

85 2/3 4 5 2 �1,5 

86 3 1 5 �0,5 �0,5 

87 2/3 14 �4 0 �1,5 

88 7/2 6 6 �0,5 3 

89 1/2 8 �3 �0,5 �2 

90 2 13 5 2,5 2,5 

91 3 4 �4 2 �1,5 

92 5 12 6 1,5 �1 

93 7/2 10 1 1,5 �0,5 

94 4 9 6 �0,5 �1 

95 1/2 5 �4 1 1 

96 1/2 11 �6 1,5 0 

97 1/2 4 6 1 �1,5 

98 2 8 �3 1 0 

99 5/2 3 �3 3 �0,5 

100 1/2 11 4 �1 2 

 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: а = 5/3 кг; b = 20 (кг  м)/с2
; с = �5 (кг  м2

)/с2
;  

х0 = 4 м; v0х = 1 м/с.  
Получим уравнение движения точки с одной степенью свободы 

исходя из уравнения Лагранжа второго рода [см. (19)]: 

 ,
x

d T T
Q

dt x x

 
 

 
 (12.1) 
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где 
x

Q  � обобщенная сила; П
x

Q x   .  Определим обобщенную 

силу в изучаемом примере:  

  20 5 20.
x

Q x
x


    


 (12.2) 

Вычисление производных кинетической энергии 
2 25 3 5 3:
x

T v x    

 
10 10

0;   ( );   ( )
3 3

T T d T
x t x t

x x dt x

  
  

  
 

 
  (12.3) 

с подстановкой (12.2) и (12.3) в (12.1) приводит к уравнению движения: 

 10 3 ( ) 20.x t     (12.4) 

Из (12.4) нетрудно получить уравнение 

 ( ) 6,x t    (12.5) 

соответствующее случаю равноускоренного движения точки.  Ско-
рость точки определим непосредственным интегрированием выраже-
ния (12.5): 

 
1

( ) ( ) 6 6 ,
x

v t x t dt dt t C        (12.6) 

где 
1

C  � константа интегрирования. С учетом начального условия 
0

1 м/с
x

v   из (12.6) получаем 
1

(0) 1
x

v C  . Для координаты точки 

аналогично: 

   2

2
( ) ( ) 6 1 3 ,

x
x t v t dt t dt t t C          (12.7) 

где 
2

C  определяется из начального условия 
0

4 м.x   Расчет из (12.7) 

приводит к значению 
2

(0) 4x С  . Окончательный ответ в изучаемом 

примере запишется в виде 

 2( ) 3 4.x t t t     (12.8) 
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ЗАДАЧА № 13 

Составить уравнение Лагранжа второго рода. Изучить движение 
механической системы с одной степенью свободы с кинетической 

2

x
T av  и потенциальной энергией 

2П bx cx  . Проинтегрировать 
полученное уравнение с учетом начальных условий при 0;t   

0
(0)x x  и 

0
(0)

x x
v v . 

Исходные данные приведены в табл. 13.1. 

Таблица 13.1 

Исходные данные 
Начальные условия № п/п а, кг b, кг/с2 с, (кг  м)/с2

 х0, м v0x, м/c 

1 4/7 11 �4 3 4 

2 1 13 �5 2,5 1,5 

3 5/6 1 1 0,5 2 

4 5 13 �3 3,5 �0,5 

5 2 11 6 1,5 3,5 

6 1 9 1 1 0,5 

7 9/2 2 �6 0,5 0 

8 7/2 11 1 1 �0,5 

9 2/3 8 2 1,5 �0,5 

10 7/2 5 �2 1 0,5 

11 1/2 8 5 �0,5 0,5 

12 5/2 4 3 0 0,5 

13 7/2 5 2 �0,5 �1 

14 1/2 1 1 2,5 1,5 

15 5/6 1 �6 �0,5 1 

16 2/3 14 �1 2,5 -2 

17 1/2 5 0 0 2,5 

18 3 14 2 1,5 0,5 

19 4 5 �3 2 �0,5 

20 2 4 0 �0,5 1 

21 7/2 11 3 0 �0,5 

22 5/2 9 �4 0,5 3 

23 5/6 12 �3 0 0,5 

24 3 8 �6 3,5 �1 

25 2 3 2 �1 3 

26 7/2 10 4 2 1 

27 5/2 11 �5 3 1,5 

28 5 5 �6 3,5 0,5 
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Продолжение табл. 13.1 

Начальные условия № п/п а, кг b, кг/с2 с, (кг  м)/с2
 х0, м v0x, м/c 

29 1 5 3 3 �2 

30 5/2 8 0 �0,5 2,5 

31 9/2 10 �2 3,5 2,5 

32 2 7 �5 �0,5 1 

33 5 8 4 0,5 �0,5 

34 2 5 0 0,5 2,5 

35 1/2 14 �4 0 1 

36 2/3 7 5 1 0,5 

37 5/2 11 2 3,5 1 

38 7/2 3 0 2 0,5 

39 5/6 6 6 2,5 3,5 

40 4 10 5 3 1,5 

41 5/2 8 0 1,5 0 

42 5 12 2 0,5 �1,5 

43 1/2 12 6 �1 4 

44 4 5 1 2,5 �1,5 

45 7/2 3 6 �1 4 

46 2/3 1 3 3,5 1,5 

47 2 3 2 1,5 3 

48 2/3 7 4 0 �1,5 

49 1/2 4 �3 3 2,5 

50 5/2 10 �6 0,5 2 

51 5/6 6 1 3,5 1,5 

52 5/2 10 �1 0 3,5 

53 2/3 8 6 1,5 0,5 

54 1/2 1 �6 0,5 �1 

55 7/2 5 2 2,5 �1 

56 7/2 4 �6 2 4 

57 9/2 6 3 0,5 1 

58 2/3 8 2 0,5 3 

59 1 13 5 0,5 1,5 

60 5/2 12 �4 3,5 �1 

61 1/2 5 0 2,5 �0,5 

62 7/2 6 3 2,5 1 

63 1/2 5 �2 1 �0,5 

64 1 14 5 �0,5 0,5 

65 5 12 1 0,5 3,5 

66 1 11 0 2 3,5 

67 1 12 �4 4 3,5 

68 2/3 12 �4 1 2,5 

69 3 9 �2 2,5 �1 



 

 76

Окончание табл. 13.1 

Начальные условия № п/п а, кг b, кг/с2 с, (кг  м)/с2
 х0, м v0x, м/c 

70 4 5 �3 �0,5 0 

71 7/2 3 6 1,5 4 

72 5/6 10 5 4 -2 

73 3 7 0 4 0,5 

74 3 2 �5 4 3 

75 2 10 �6 �1 �0,5 

76 5 2 4 �1 0 

77 9/2 9 1 �0,5 0,5 

78 1/2 2 �6 �0,5 1,5 

79 2/3 13 �5 �1 1,5 

80 5/2 11 �1 3 �1,5 

81 7/2 5 6 2 0 

82 1 12 �5 1,5 �1,5 

83 2 7 �3 4 3 

84 9/2 9 0 3 1,5 

85 2/3 4 5 2 �1,5 

86 3 1 5 �0,5 �0,5 

87 2/3 14 �4 0 �1,5 

88 7/2 6 6 �0,5 3 

89 1/2 8 �3 �0,5 �2 

90 2 13 5 2,5 2,5 

91 3 4 �4 2 �1,5 

92 5 12 6 1,5 �1 

93 7/2 10 1 1,5 �0,5 

94 4 9 6 �0,5 �1 

95 1/2 5 �4 1 1 

96 1/2 11 �6 1,5 0 

97 1/2 4 6 1 �1,5 

98 2 8 �3 1 0 

99 5/2 3 �3 3 �0,5 

100 1/2 11 4 �1 2 

 

ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

Исходные данные: а = 7/2 кг; b = 8 кг/с2
; с = �6 (кг  м)/с2

;  

х0 = 3 м; v0х = 1 м/с.  
Получим уравнение движения точки с одной степенью свободы 

исходя из уравнения Лагранжа 2-го рода [см. (19)]: 

 ,
x

d T T
Q

dt x x

 
 

 
 (13.1) 



 

 77

где 
x

Q  � обобщенная сила; П .
x

Q x    Обобщенная сила в изучае-
мом примере определяется выражением 

  28 6 16 6.
x

Q x x x
x


     


  (13.2) 

Вычисление частных производных кинетической энергии 
2 27 2 7 2 :
x

T v x     

 0;   7 ( );    7 ( )
T T d T

x t x t
x x dt x

  
  

  
 

 
 (13.3) 

с последующей подстановкой (13.2) и (13.3) в (13.1) приводит к урав-
нению движения 

 7 ( ) 16 ( ) 6.x t x t     (13.4) 

Из (13.4) нетрудно получить уравнение 

 
16 6

( ) ( ) ,
7 7

x t x t    (13.5) 

соответствующее случаю гармонических колебаний (см. задачу 7). 

Решение уравнения (13.5) будем искать как сумму общего  
.
( )обx t  и 

частного 
.
( )чx t  решений 

 
. .

( ) ( ) ( ).об чx t x t x t   (13.6) 

Решение дифференциального уравнения 

 
16

( ) ( ) 0
7

x t x t    (13.7) 

будем искать в виде [сравним с (9)] 

 
1 2( ) cos(щ ) sin(щ ),x t С t C t   (13.8) 

где щ 16 / 7 1,5   рад/с.  Частное решение определим исходя из 
правой части (13.5): искомое выражение примет вид ( ) .чx t A   Под-

становка ( )чx t  в уравнение (13.5) приводит к соотношению 

 
16 6

,
7 7

A   (13.9) 

откуда  3 8A  . Из (13.6) и (13.8) получаем 
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1 2

3
( ) cos(щ ) sin(щ ) .

8
x t С t C t    (13.10) 

Константы 1С , 2С  определим из начальных условий. Вычисле-
ние производной (13.10) 

 
1 2

( )
( ) щsin(щ ) cos(щ )x

dx t
v t С t C t

dt
     (13.11) 

с учетом значений щ 1,5  рад/с, 
0

3x   м, 
0

1
x

v   м/с приводит к сле-
дующей системе уравнений: 

 1

2

3
(0) 3;

8

(0) 1,5 1,x

x C

v C

   

  

 (13.12) 

откуда 
1

2,6С   и 
2

0,7С  . Решение уравнения (13.5) запишется в виде 

 
3

( ) 2,6cos(1,5 ) 0,7sin(1,5 ) .
8

x t t t    (13.13) 

В заключение отметим, что выражение (13.13) можно привести 

к виду (9); вводя обозначения 1 0sinцС A и 2 0cosц ,С A  получаем: 

 2 2 1
1 2 0

2

2,70  м;  ц arctan 1,3 рад,
C

A C C
C

 
     

 
 (13.14) 

подстановка (13.14) в (13.10) приводит к искомому ответу 

 
3

( ) 2,7sin(1,5 1,3) .
8

x t t    (13.15) 

График колебательного процесса (13.15) с 0 00,  0xx v   соответству-
ет рис. 1, a. 
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