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ПОСТРОЕНИЕ ВЕСОВОЙ ФУНКЦИИ 
ДЛЯ КРУГОВОЙ ТРЕЩИНЫ В УПРУГОМ СЛОЕ

(Представлено академиком А. И. Свириденком)

Построена весовая функция для внутренней плоской круговой трещины в упругом изо­
тропном слое конечной толщины.

В работе [1] получено самое общее выражение весовой функции для круговой трещины в 
упругом теле в таком виде:

К^-, г, 0) = N^, г, 0)8„uz(r, 9)/U* (г, 0), (1)

где

Мф; г, 0) =
а2 + г2 - 2аг со«(ф - 0) ’ (2)

1
и * (r,0) = J/ * (фЖф; г, 0)^ф, (3)

2л Jo 

л2/*(ф) = ^(1-у)а5^(ф). 
И

(4)

Здесь используются цилиндрические координаты г, 0, z, а — радиус трещины, v — коэф­
фициент Пуассона, ц — модуль сдвига, 8а — вариация радиуса трещины, uz — проекция век­
тора перемещений на ось z, 8„uz — вариация перемещения поверхности трещины, вызванная 
вариацией контура трещины, ^(ф) — коэффициент интенсивности напряжений нормаль­
ного отрыва.

Рассмотрим применение формулы (1) к нахождению весовой функции для внутренней 
круговой трещины, расположенной в средней плоскости упругого изотропного слоя конеч­
ной толщины 2Л. Чтобы воспользоваться формулой (1), нужно иметь так называемое пробное 
решение. В качестве пробного решения рассмотрим случай, когда трещина подвержена дей­
ствию равномерного давления р. В силу симметрии слоя и нагрузки можно рассматривать 
только половину слоя. Следовательно, граничные условия будут иметь вид

при z = h qz = 0 и xrz = 0;
при z = 0 xrz = 0; uz = 0 при г > а и az = —р при г < а. (5)

Здесь xsz, xrz — нормальные и касательные напряжения.
При решении краевой задачи (5) воспользуемся представлением перемещений и напря­

жений через две гармонические функции. Используя результаты работы [2], можно показать, 
что

1 °° (7
Uz(r, 0) = J/(r)(cos^ - cos^a)dt, 

Ио о
(6)
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где Jq(x) — функция Бесселя, а /(0 является решением интегрального уравнения Фредгольма 
второго рода,

f(x) - — J f (0р(/ + х) + G(t — х) — G(a + х) - G(a - x)]dt = ~—р, (7)
л о л

ч Пй(1 + ^) + еЛ^й , _ 
G(x) = J uVL ш е, COS^, о ch^Ash^A +

0 < x < a.

Формулу (6) можно преобразовать к виду

1 — v
u^r, 0) =--------  

И

uz(r, 0) = О при г> а,

Arch — j f(t)dt -J /(/)Arch — dt , r < a. 
. r о о r .

(8)

Используя выражение (8), можно найти коэффициент интенсивности напряжений

К, = -a-^]f(t)dt. 
о

(9)

Далее, необходимо определить величину 8йиг(г, 0). Так как функция ДО зависит также и от 
радиуса трещины а, то получаем

8nuz(r, 0) = ^8а = - 
да

. .a^dfit) 
Arch-j~A 

г о да

1-т 
И

8а (а2 - г2) 1/2 J f{t)dt + 
. о (Ю)

Arch-Л . 
о да г _

Введем обозначения и новые переменные

а = х/а, i = t/a, \ = a/h, со(а) = _Д./(^а) (Н)

С учетом обозначений (11) интегральное уравнение (7) можно представить в такой форме:

где

(в(а) = 1 + п 1 j К (a, t)co(t)Jt, 
о

К(а, т) = М(т + а) + М(т - а) - М(1 + а) - М(1 - а), 

q chyshy + V

Формулы (9), (10) теперь принимают вид

7Г 0

^nUz = Ра^а (fl2 - Г2) 1/2Jco(r)£fc + —5(г, X) ,

B(r, X) = X Arch^/^^Л- J ^0 Arch^Jt. 
[ г I дХ Д, dX r J

(12)

(13)

(14)

(15)

о

Далее, на основании формул (4) и (13) имеем

у* = 2^(1—«(т)Л.
I1 о
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Подставляя это соотношение в (3), получаем

(17)

U* = ра3/2^а^ со(т)Л.

На основании выражений (1), (2), (14) и (16) имеем окончательно

к (©• г е) = __
1 ’ ’ л2а1/2[д2 +r2-2ar cos(tp - 0)] ’

где
/ 2 Л1/2

у(гД) = 1-Дг Д(г,Х)/Й(Х), 
V а )

1
Q(X) = j ю(т, 7.)Л. 

о

Формула (17) определяет весовую функцию для внутренней круговой трещины в упругом 
изотропном слое конечной толщины.

В приведенные выше формулы входит функция со, которая удовлетворяет интегральному 
уравнению Фредгольма второго рода (12). Для решения интегрального уравнения (12) наибо­
лее целесообразно применение приближенного способа, основанного на замене данного ин­
тегрального уравнения конечной системой линейных алгебраических уравнений [3].

Summary

The weight function is obtained for an internal circular crack in an elastic isotropic layer of an infinite thickness.
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