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Е. С. КОКОУЛИНА, В. И. КУВШИНОВ

НАРУШЕНИЕ кно СКЕЙЛИНГА И ФЕНОМЕН NBD В РАМКАХ 
МОДЕЛИ СТАТИСТИЧЕСКОГО БУТСТРАПА

Рассмотрена связь распределений по множественности на трех стадиях: 
партонной, адронизации и адронной. Найдена интерпретация параметра 
ЛоПАД. Показано, что при определенных предположениях о виде спектра 
масс модель статистического бутстрапа приводит к отрицательным биномиаль­
ным распределениям (NBD) на адронной стадии развития процесса множест­
венного рождения с конкретными аналитическими зависимостями параметров 
NBD.

1. Возникновение отрицательного биномиального распределения по 
множественности с двумя параметрами п и к-1, на основе которого 
удается представить основные экспериментальные закономерности как 
жестких, так и мягких процессов, было интерпретировано Джиованни- 
ни и Ван-Ховом как результат конволюции независимого рождения N 
«кланов» (пуассоновское распределение Q(N, N)) и их распада с лога­
рифмическим распределением (LD) R (v, v) на v частиц [1]

P(n, п, к (1)

Следующим шагом было отождествление распределения QGV, А') 
с распределением по числу тормозных глюонов родителей в жестком 
процессе, a R (v, v) —с распределением по числу глюонов в одном сред­
нем клане и использование для перехода к адронным распределениям 
соотношений локальной партон-адронной дуальности (ЛоПАД) [2]. 
Конволюция (1) на адронной стадии соответствует идеям модели ста­
тистического бутстрапа (SBM) [3] и приводит в рамках этой модели к 
распределениям по множествености, зависящим от кластерной темпе­
ратуры и удовлетворительно описывающим те же данные, что и NBD 
[4]. Наконец, в работе [5] соотношение конволюции (1) использовалось 
для перехода от партонной к адронной стадии с субпуассоновскими 
распределениями на стадии адронизации, на основе чего, в частности, 
удается описывать переход второго корреляционного момента в отри­
цательную область и сужение адронной функции КНО по сравнению с 
партонной, наблюдаемое экспериментально.

Здесь показано, что при определенных предположениях о виде 
спектра масс SBM приводит к NBD на адронной стадии развития про­
цесса с конкретными аналитическими зависимостями к~‘(Т, IV) и п. 
Рассмотрена связь распределений по множественности на трех стади­
ях: партонной, адронизации и адронной, найдена интерпретация пара­
метра локальной партон-адронной дуальности.

2. В соответствии с SBM, на адронной стадии образуются класте­
ры, причем вероятность распада каждого случайно выбранного класте­
ра на v адронов (пионов) определяется выражением [4]

R(v, T)=c^dMW(M, T)p(v, М), (2)
где р(у, М)—вероятность распада кластера массы М на v пионов.

Вероятность обнаружить в адронном газе кластер с массой М и 
температурой Т

W(M,T)=c2p(M, T0)f(M,T) (3) 
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определяется спектром масс р(М, То), найденным из бутстрапного 
уравнения

р(Л4, То) =с3М~аехр (М/Та) (4)
(7о=/ио=190 МэВ — предельная температура), и больцмановским 

фактором
/(М, Т) = J d^p exp (- Vp2 + М^Т) = М’К'г (М Т). (5)

В строгой SBM R (у, М) определяется v-частичным элементом 
фазового объема и не имеет простого аналитического выражения. Пос­
ле подстановки его в (1) получаем распределение Р(п, п, Т), завися­
щее от коэффициентов, определяемых из рекуррентных соотношений 
[4]. Это распределение отличается от NBD, но одинаково успешно с 
ним описывает данные как по полному фазовому объему, так и в сим­
метричных интервалах по псевдобыстроте.

Возникает вопрос, при каких приближениях в рамках SBM можно 
получить NBD в качестве распределения по числу конечных адронов. 
Выберем в качестве приближения для функции R (v, М) пуассоновское 
распределение

р(у, М) = [v(A4)]vexp[—v(M)]/v! (6)
со средней множественностью

ў(М)=М/<е>, <е> = то+3/2 7’, (7)
где <8>—средняя энергия, приходящаяся на одну частицу в клас­
тере.

Интегралы типа (2), где р(у, М) определяется выражением (6), 
с различными функциями W (М) представляют собой так называемые 
интегралы оптического типа и использовались в ряде работ [6]. В [7] 
было показано, что для достаточно произвольной функции v(M), если

W(M, ^)=A(dv(M)/dM)exp(^v(M))/v(M), (8)
где p(s) —неизвестная функция I s, то R (v, ₽) есть LD:

R^(v, ^)=(\—b)vb^/v, v=l, 2, ...; 0<&<l, (9)
и, следовательно, после конволюции (1) в качестве Р(п, п, к) получа­
ем NBD.

Здесь мы принимаем конкретную форму SBM для v(M) (7) и для 
W (Л4, Т) (3) — (5) и после стандартного приближения SBM R\ (х) ш 
да (4лГ) (л,12х)Мгегх (для больших х) получаем

“^тах

^(v, Т) = с(<е> a)-7(a)-“+5'2(v!) ( M e~M' dM', (10)
am0

AT = tM, a = l/<3> +4- - —, c = T)^. (11)
/ T 0

Если мы сделаем приближения а) аЛ4тах~»-оо, б) атп^0, то увидим, 
что (10) дает LD (и, следовательно, (1) NBD) только при условии

а=5/2. (12)
Таким образом, для того чтобы получить NBD, мы должны потребо­
вать а = 5/2 в спектре масс SBM (4), что соответствует слабому бутст­
рапу [3] и спектру масс дуально-резонансной модели [8].

Приближение аЛ4тах->-оо при х(М)=М1<У> в соответствии с 
[7] дает поправки к Pv меньшие, чем 10~3, а приближение атй—>~0 ведет, 
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очевидно; к поправкам к гамма-функции вида r(v)+Y (v, am0), ?(vf 
amo)-^0 (при v->oo), у (1, am0) »0,4 (при то=14ОМэВ, T~TOt 
amo»O,5).

После нормировки из (10) получаем LD (9), где параметры b и v 
зависят от температуры в кластере:

&=l/(p+l) = l/(a • <е>), v=l/(|31n(l + l/p)), (13)
Р=т0/Т-т0/Т0-(3/2)(Т/Т0-1). (14)

Заметим, что при 0<iT<Z.T0 параметр b автоматически находится 
в нужном интервале 0<6<1.

После конволюции (1) распределения по числу частиц, рождаю- 
щихсЯ-Из кластера, R(y, Т) с распределением по числу кластеров 
Q(N, N) получаем распределение по числу частиц в виде NBD

Р(п, N, Т) = ехр(—М)Ьпк(к+\) ... (к-]-п— 1)/п! (15)
с параметрами N, Т, причем стандартные параметры

K-i = ln{l + l/p(T)]/^(S), (16)
~n=Nv(T). (17)

Легко видеть, что все параметры к-1, v и р имеют физически есте­
ственные пределы изменения в зависимости от Т. При Т-+0, со­
ответственно имеем к-1—>0, к~‘—>-оо; v—>0, v—>оо; р—>оо, р—>0. Функция 
к-1 (Т) имеет мягкий переход в область отрицательных кН (ГсО),. 
наблюдаемую на эксперименте и соответствующую переходу к положи­
тельному биномиальному распределению (к — целое), которая должна 
рассматриваться отдельно.

Соотношения (13), (16), (17) так же, как и в строгом подходе [4], 
качественно объясняют основные закономерности экспериментальных 
данных в поведении к~‘ (s) и n(s) как в полном фазовом объеме, так 
и в ограниченном быстротном интервале при очевидных для SBM пред­
положениях о росте температуры кластера Т(з) с энергией и независи­
мости ее от обрезания по быстроте 7Cut^l- Так, поскольку кластеры 
рождаются независимо, то справедливо в соответствии с тормозной 
аналогией [9]

dN/dy —const, (18)
тогда в ограниченных быстротных интервалах в соответствии с (13)^ 
(16) —(18) N~Jcut, K~l~/Cut, v ~ const (/cut), n = Nv~Jcat- Зависи­
мость параметров определяется их зависимостью от температуры T(s), 
растущей с энергией. Для полного фазового объема А’~ const (s) пли 
медленно растет, v, п, кг' растут с ростом энергии, что и наблюдается 
экспериментально. Из этих формул можно найти обратно T=T(s), если 
известны к-'(з), N (s) и n(s). Например, из (16) имеем при ТхТ0

Т=Т0-(<г(Т0)>/Т§ Шехр.Хк-1-!), (19)
откуда видно, что точка Т=Т0 — точка фазового перехода к состоянию 
кварк-глюонной плазмы — достигается в данном подходе асимптотиче­
ски, если к-1 гладко растет с энергией или в случае осцилляций кривой 
K-‘(s).

3. Джиованнини и Ван-Хов в работе [10] интерпретировали неза­
висимое рождение кланов в соотношении (1) на партонной стадии как 
излучение тормозных глюонных струй, каждая из которых в соответ­
ствии с главным логарифмическим приближением (ГЛП) КХД в жест­
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ких процессах в среднем дает число партонов (глюонов), распределен­
ное по LD (9). Для того, чтобы затем получить реально наблюдаемое 
распределение адронов в [2], использовались соотношения ЛоПАД [11]

Qh(z)^Qp(z'), z'—l^p(z—1), (20)
что конкретно для NBD дает

Kh^Kp, p=nh/np^2. (21)
Здесь Qh(z), Qp (z') — производящие функции распределений по числу 
адронов и партонов соответственно, Q (z) = У P„ (z+1),l, 0<z< 1, р — п
некоторый параметр.

В работе [5] было показано, что имея NBD по числу партонов пос­
ле жесткого ГЛП КХД каскада, можно успешно описывать распреде­
ления по числу адронов в различных процессах [12], если предполо­
жить, что на стадии адронизации партонов каждый средний партон 
приводит к субпуассоновскому положительному биномиальному распре­
делению (PBD) по числу адронов. Результирующее адронное распре­
деление при этом также определялось конволюцией (1) с NBD на ста­
дии партонного каскада (с производящей функцией Qp NBD) и PBD на 
стадии адронизации (с производящей функцией QH PBD)

Q^z^qpnbd^hpbd^)), (22)
Qwpbd(2)^[i + ~h(Z—> (23)

где пн — средняя множественность адронов, возникающих при адрони­
зации партона; Np имеет смысл максимального числа адронов, которое 
может возникнуть от одного партона (Ар=1, 2, ...). Субпуассоновские 
распределения на стадии адронизации сужают функцию КНО адронов 
по сравнению с партонной, что диктовалось данными эксперимента, и 
позволяют получить непрерывный переход из области положительных 
корреляционных моментов f2=n(n—I)—п2 (к-1>0) в область отрица­
тельных f2(K-1<0), чего нельзя добиться в рамках только NBD для 
партонов. Пользуясь малостью величины nH(z—l)/Np, можно предста­
вить Qwpbd(2) в виде

QwpBD«i+nH(2_i) + [nH(z—i)]2(i + ^^ . (24)
Ограничиваясь в разложении (24) двумя первыми членами и под­

ставляя результат в (22), мы приходим к соотношению ЛоПАД (20), 
причем

z'— [xn"(z— I). (25)
Таким образом, в рамках модели адронизации [5] мы получаем 

соотношение ЛоПАД. При этом параметр р имеет смысл средней мно­
жественности на стадии адронизации пн. Очевидно, что уже из (22) 
следует, в частности, точное соотношение

пн=пнпР. (26)
Фитирование распределений по множественности адронов в процессе 
е+е_-аннигиляции в широком диапазоне энергий (с и^г^О) по 
формуле (22) приводит к примерно постоянному значению пн~2, что 
также соответствует (21).

4. Распределения по множественности, формируемые на стадии 
партонного каскада, управляемого соотношениями КХД, факхД(2) 
оказываются близкими к распределениям, образующимся на адронной 
стадии по законам SBM [4] Q^8™, а структура партонной струи, сос­
тоящей из независимо рождающихся тормозных струй партонов, соот­
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ветствует кластерной структуре конечного адронного состояния. Если 
предположить, что термодинамическое равновесие успевает установить­
ся в процессе адронизации, то в соответствии с ЛоПАД и (22) распре­
деления по числу адронов в кластере должны быть согласованы:

Q^p(z) = (Qh (z)). (27)
Это условие согласования связывает распределения и динамические 

параметры партонов в КХД и термодинамические параметры SBM для 
конечного адронного состояния.

Один из авторов (В. И. Кувшинов) благодарен Р. Хагедорну и 
X. Бергерсу за многочисленные дискуссии.
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