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А. А. БАБИЧ, В. И. КУВШИНОВ, Ф. И. ФЕДОРОВ

О РАЗМЫКАНИИ СУПЕРАЛГЕБРЫ В СЛУЧАЕ ОПИСАНИЯ 
ФЕРМИ- И БОЗЕ-ПОЛЕЙ УРАВНЕНИЯМИ ОДНОГО ПОРЯДКА

Начиная с работ Дирака, Паули, Даффина, Кеммера, предпринимались значитель
ные усилия для того, чтобы поля с разными статистиками описывать дифференциаль
ными уравнениями одного типа. Это, в частности, достигается в теории релятивистских 
волновых уравнений первого порядка (РВУ). В ряде статей рассматривается и воз
можность описания фермионов уравнениями второго порядка [1]. После открытия су
персимметрии, которая уравнивает права фермионов и бозонов, эта деятельность при
обрела особую актуальность. Тем не менее, как было показано в работе [2|, построе
ние суперсимметричных теорий, в которых бозоны и фермионы описываются уравне
ниями первого порядка, приводит к теориям с открытыми алгебрами.

Целью данной работы является доказательство того факта, что и в случае, когда 
ферми- п бозс-поля описываются уравнениями второго порядка, не существует супер
симметричных теорий с замкнутой о/У-зймГалгеброй супергенераторов. Этот результат 
обобщается на уравнения произвольного порядка.

Пусть лагранжиан для системы невзаимодействующих ферми- и бозе-полей имеет 
вид

£ = 4^, (1)

где fl = б,, д* г* + ІА ‘.° - постоянные квадратные матрицы; У'— супер-
мультиплет, включающий ферми- и бозе-компоненты.

Преобразования из супергруппы Пуанкаре, которая является естественным супер
симметричным расширением пространственно-временной группы Пуанкаре, для супер
мультиплета 4F(x). принадлежащего по предположению линейному представлению, 
имеют вид [3]

Ч' = -2 «2 ч- = :2 + (7й Аф йи) У, (2)

л
где Q = (р, [рч], а) — индекс, нумерующий супергенераторы Gs = (Р^, -/[р,], Qa); 

л
Д^, N& — постоянные .матрицы, определяющие структуру G2; 7й—матрицы Дирака; 
г® — параметры суперпреобразований. Следует отметить, что линейность супсрпрсоб- 
разованнй (2) не зависит от вида уравн ний, которым удовлетворяют (х), а опре- 

л 
делается только структурой алгебраических соотношений для супергенераторов G3 
и типом представления.

Тогда условия суперинвариантности при Й = а можно записать как [3]
v д , ..ЛЛ v

+ (- 1 )MI? Ga = 0; Ga = N' - (7* Л\=) (3)

Введем явно матрицу лоренц-инвариантной билинейной формы цс. Из лоренц-иявари- 
автности (’Гг]іЎ=invar) следует

(4)
v

Далее можно показать, что ген.раторы r>L ^ar‘L и

— (—1)'"’ Go удовлетворяют одной и той же алгебре (3]. А так как

и - ( — 1)^GO действуют в пространстве одной размерности, имеют одну и ту же 
матрично-дифференциальную форму, а по индексу а являются майорановскими епи- 
норами, то представления'соответствующих им супералгебр эквивалентны, и, значит, 
существует некоторый н .вырожденный сплетающий матричный оператор Н такой, что 
[41

r^GarlLH = -(-\/A'Ga. (5)
Л Л

Введем матрицу а=Н-,ц^'?> тогда из (3), с учетом соотношения (5), получим 
л л

fGa , «J=0. (6)
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л л
Из дифференциальной структуры G3 и а следует, что

[Аа, аП-КІ, (7)

В частности, имеем
[G,, ««]=0. (8)

л
По так как Ga и Рц образуют подалгебру g и [Рц. а’4|=0, т. е. а44 коммутирует со 
всеми генераторами этой подалгебры, то по лемме Шура а44 имеет вид

«л = V С(О /(*), (9)
U)

где индекс (к) нумерует неприводимые представления этой подалгебры. Последнее 
означает, что матрица а44 .должна иметь нулевые или отличные от нуля блоки одно
временно для всего неприводимого о//-зйеМ-суиермультпплета ^(х), поскольку под- 

«алгебра g с генераторами Ga и Ра. является и фактор-алгеброй: {супералгебра Пу
анкаре,.'алгебра Лоренца}. Другими словами, супермультиплет Ф(х) должен содержать 
либо все физические, либо вес вспомогательные поля, уравнения для которых не 
содержат членов е производными по времени. Но это невозможно, поскольку при 
переходе к о^-«йеН-представлению поля с различными спинами приобретают различное 
число дополнительных компонент и не будет выполняться равенство числа бозонных и 
фермионных степеней свободы, характерное для линейных представлений супергрупп 
[51. Поэтому наше предположение о том, что суперсимметричная теория содержит 
супер мультиплет Т(х), принадлежащий линейному представлению супергруппы Пуан
каре, неверно. И любые суперсимметричные модели, чьи полевые уравнения представ
ляют собой только уравнения второго порядка, с необходимостью будут обладать 
незамкнутостью off-sAe/Аалгебры супергеиераторов на полях так как последние 
ие принадлежат соответствующему линейному представлению супергруппы. Попытка 
же сохранить замкнутость алгебры не согласуется с условиями суперинвариантно
сти (3).

Легко обобщить полученный результат на случай уравнений более высокого по
рядка. Действительно, соотношения (9), следствием которых является коммутация 
матрицы «4 4, стоящей перед временными производными, с генераторами фактор-ал- 

А Л
гебры Ga и Дл, в свою очередь, следуют из того факта, что оператор а, определяю
щий структуру полевых уравнений, содержит члены с производными, порядки которых 
различаются более чем на единицу. В этом случае в силу того, что генераторы супер- 

преобразоваяий Ga включают в себя члены с производными нс выше первого поряд
ка, равенство (б) распадается на две независимые системы равенств—-отдельно для 
«массовой» и° и «кинетических» tf*—* матриц. Поэтому можно сделать вывод, что 
для замыкания оЯ-«йс//-супералгебры необходимо, чтобы супермультиплет 'F содержал 
поля, подчиняющиеся как уравнениям л-го, так и п±1-го порядков, в противном слу
чае супералгебра не будет замыкаться.

Конечно, доказанное здесь утверждение нельзя рассматривать как доказательство 
различия уравнений для бозонов и фермионов, поскольку наличие открытой алгебры 
ле является само по себе аргументом в пользу нефизмчности теории, так как в нас
тоящее время разработаны методы для работы с теориями, обладающими незамкну
тостью off s/нЛ-алгебры генераторов [6J. Но тем не менее незамыкание алгебры супер
симметричных моделей, в которых используются уравнения только одного типа, ука
зывает на то, что различие в описании полей, подчиняющихся разным статистикам, 
имеет более глубокую симметрийную природу.
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