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Дано аналитическое описание возбужденного состояния стационарного контура сво-
бодного дендрита на конечном удалении от его вершины. Построены два варианта точеч-
ного возмущения линии роста: монотонный (экспоненциальный по координате) и немоно-
тонный (имеющий вид уединенной волны).  
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The article considers the analytical description of excited state of stationary loop of free den-
drite at final distance from its apex. There are two variants of the point perturbation of the growth 
line: monotonic (exponential in coordinate) and non-monotonic (having the appearance of a secluded 
wave).  

Keywords: dendritic growth, morphological properties of phase boundary of crystallization, 
lateral branch of dendrite. 

 
Разработка новых технологий получения материалов с улучшенными эксплуа-

тационными свойствами требует решения теоретических и экспериментальных задач 
высокоскоростной кристаллизации чистых веществ. Дендритный режим роста кри-
сталла в условиях высокоскоростной кристаллизации наблюдается при достаточно 
глубоких переохлаждениях T  расплава. При изучении эволюции дендрита прин-
ципиально важен вопрос о морфологической устойчивости фазовой границы кри-
сталлизации (ФГК). Предвестниками бокового ветвления дендрита являются изло-
мы, изгибы и складки, генерирующие неустойчивость поверхности роста [1]. Цель 
работы – изучить воздействие волновых возмущений на дендритный режим роста 
кристалла. 

Моделируем ФГК плоской линией сильного разрыва .0),(  tyFx  Здесь t – 
время; координата x  направлена вдоль оси симметрии в сторону твердой фазы;  
y – поперечная декартова координата. Нормаль n границы образует с осью x угол  : 

,/1cos G  .))/(1( 2/12yFG   ФГК перемещается со скоростью N справа налево 



Секция 7. Методы исследования сложных систем 211

( nN N , )0N  и на ее вершине ,0/  yF  .1cos   По мере удаления от верши-

ны .2/  Угол заострения линии роста равен .)2/(1   Уравнение роста за-
писываем в виде [2]: 

 ],)/(1)[/(/ 222 yFtFByF    ),/( cUTL   ./  (1) 

Здесь   – кинетический коэффициент роста; )0(  jc TTB  – переохлаждение 

ФГК на вершине дендрита; B  – модуль характерной скорости роста на вершине. 
Остальные условные обозначения такие же как в работе [3]. Расплав находится в од-
нородном отрелаксировавшем состоянии.  

После линеаризации уравнения (1) на точном решении  

 yAtAF 21
0  ,   0)1/( 2

21  ABA ,   const2 A      (2) 

получаем: 

 ),(),(),( 0 tyftyFtyF  ,   );/()/(/ 21
22 tfByfByf   (3) 

 02 211  AAB ,   0)1( 2
22  AB . 

Здесь ),( tyf  – малая добавка к основному решению (2). Далее выполняем сдвиг  

по координате, ,01  Yyy  где 01 Y  – координата, соответствующая начальному 
поперечному сечению.  

В данной работе числовые расчеты проведены для меди при следующих значе-
ниях теплофизических параметров: ,К1357cT  ,Дж/м1077,1 39L  

К),Дж/(м1017,4 36 с  К),Вт/(м317   ,Дж/м351,1 2U  c,10755,4 8  

с),м/(К056,10   К,1177* T  м/с.0,11bN  Все расчеты выполнены в безразмер-

ных величинах. Соответствие между безразмерными и размерными параметрами вы-
глядит так: ),/()/( 11 bbbbb ytNytAA   ,11 byBB   )./( 2

22 bb tyBB   Индексом b от-

мечены масштабы величин, применяемые при обезразмеривании: c,10 7bt  

м.10 6by  

Решение уравнения (3) имеет вид: 
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где H  – произвольная малая постоянная. Согласно (4), исходное возмущение линии 
роста локализовано в точке 0y  при .0t  Это видно из того, что 0f  при 

,0y  ,0t  и вместе с тем f  для ,0y  .0t  При каждом конечном 0y  
функция ),( tyf  в (4) является немонотонной по отношению к аргументу t: 0/  tf  

вдоль линии ,)42()( 2
212

1 Bthttym   на которой Hf  достигает своего макси-

мального по 0t  значения. Скорость перемещения этой линии равна: 
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Здесь (5) – немонотонная функция аргумента ,02 A  она имеет максимум при 

.12 A  Перечисленные свойства точечного возмущения (4) иллюстрируются резуль-
татами численных расчетов на рис. 1.  
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Рис. 1. Точечное возмущение (4): пространственно-временной портрет  
линии роста 

Обсудим еще одно решение уравнения (3): 
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В отличие от (4) здесь имеем немонотонность по отношению к обоим аргумен-
там y, t. Действительно, возмущение обладает такими свойствами: 1) ,0y  ,0t  

;0f  ,y  ,0t  ;0f  2) ,0y  ,0t  ;0f  ,0y  ,t  .0f  Функция 

Hf  достигает максимума по отношению к аргументу 0y  вдоль линии 
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Отсюда получаем предельное значение .0)()1( tVm  Функция (6) достигает 

максимума по отношению к аргументу 0t  вдоль линии  

,)46(1)( 212
1

2

)2( tht
B

tym     ,
)46(

)43()(
)(

212
12

1
)2(

)2(

thtB

th
dt

tdy
tV m

m 
  

 



Секция 7. Методы исследования сложных систем 213

причем ,2)( 21
)2( BhtVm   что совпадает с (5). Это соответствие говорит  

о единой физической природе возмущений. Решение (6) представляет собой уеди-
ненную волну возмущения. В этом случае пространственно-временной портрет ли-
нии роста имеет морфологические свойства (рис. 2), структурно отличающиеся от 
свойств точечного возмущения. 
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Рис. 2. Уединенная волна (6): нестационарные свойства возмущения 

Дано аналитическое описание возбужденного состояния стационарного конту-
ра свободного дендрита на конечном удалении от его вершины. Построены два ва-
рианта точечного возмущения линии роста: монотонный (экспоненциальный по ко-
ординате) и немонотонный (имеющий вид уединенной волны).  
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NEW HEAVY GAUGE BOSONS DECAYING TO PAIR  
OF ELECTROWEAK BOSONS AT LHC  

AND HL-LHC WITH ATLAS 
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The expected ATLAS Run 3 data set with time-integrated luminosity of 300 fb–1 and  
HL-LHC option of the LHC with L = 3000 fb–1 in the diboson channels in semileptonic final states 
are used to probe a simple benchmark model with an extended gauge sector, proposed by Altarelli 
et al. This model accommodates new charged W   and neutral Z   vector bosons with modified  
trilinear Standard Model gauge couplings, decaying into electroweak gauge boson pairs WZ   


