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РАСПРОСТРАНЕНИЕ И ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУХ  

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПУЧКОВ В НЕЛИНЕЙНОЙ СРЕДЕ 

 
Часто, при обработки и передачи информации, наблюдается одновременное распростра-

нение нескольких мощных лазерных пучков, способных инициировать нелинейные эффекты. 
Их изучению посвящен ряд работ [1; 2; 3; 4]. Так, в статье [1, с. 97] исследуется взаимодействие 
двух соосных ортогонально поляризованных гауссовых пучков света в кубически нелинейной 
среде. Рассматриваемая там задача сводится вариационным методом к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений, анализ которых проводится численно. В работах [2, с. 549] изу-
чается взаимодействие параллельных световых пучков. При этом случай совпадения их осей 
исследуется аналитически, но приводится к задаче о распространении одинаковых пучков, что 
не представляется интересным. Данная работа посвящена исследованию взаимодействия двух 
взаимнонекогерентных гауссовых пучков света, разной мощности, распространяющихся в не-
линейной среде с квадратичной неоднородностью.  

Для описания взаимодействия световых пучков будем исходить из системы нелинейных 
параболических уравнений [2], записанных в цилиндрической системе координат ( zr ,, ϕ ): 
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Здесь для j-го пучка (j=1, 2) jU  − комплексная амплитуда электромагнитного поля на круговой 

частоте колебаний jω , jjjk ωε= − волновое число, jε − линейная диэлектрическая прони-

цаемость среды, α  и β  − ее коэффициент квадратичной неоднородности и коэффициент не-
линейности. Система (1) описывает взаимодействие лазерных пучков в диапазоне частот, где 
временнáя дисперсия среды пренебрежимо мала. 

Решение данной системе уравнений (1) проведем вариационным методом [3, с. 87; 4,  
с. 115] в классе круговых гауссовых функций [5, с. 27]: 
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где 2,1=i , iI − интенсивность света на оси i-го пучка, xiw , yiw − полуоси эллипса светового 

пятна, xiR , yiR − радиусы кривизны фазовой поверхности. 

Подставляем (3) в (2) и интегрируем по координатам x и y. Из условия экстремума функ-
ционала, т. е. из равенства нулю вариации δJ=0, получим систему двенадцати обыкновенных 
дифференциальных уравнений для параметров двух пучков. Из этой системы можно выделить 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающие параметры пучков, 
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где 800 iyixii Iwwβµ =  – эффективная мощность первого (i=1) и второго (i=2) пучка , wxi0, wyi0 – 

значение полуосей светового пятна эллиптического пучка на границе нелинейной среды z=0.  
Умножая первое и второе уравнения системы (4) на 1µ , а третье и четвертое –  уравнения 

на 2µ , дифференцируя их по z и складывая, получим соотношение 
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Общее решение уравнения (5), в случае однородной среды ( 0=α ), имеет вид: 
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Для квадратично неоднородной среды ( 0≠α ) решение имеет вид: 
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Постоянные интегрирования С2, С1, С0, S2, S1, S0 находятся из граничных условий при z=0 и си-
стемы уравнений (4).  

Численный счет системы уравнений (4) показывает, что поведение взаимодействующих 
пучков в нелинейной среде достаточно сложно. Размер взаимодействующих пучков может или 
одновременно возрастать, или уменьшаться. Как следует из формулы (6), в случае распростра-
нения двух эллиптических гауссовых пучков в нелинейной среде, величина 
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кону, а в квадратично неоднородной среде – по гармоническому закону, аналогичному закону 
изменения радиуса светового пятна кругового пучка, распространяющегося в такой среде. Сле-
довательно, при распространении двух эллиптических пучков в среде с кубической нелинейно-
стью им можно поставить в соответствие эффективный круговой пучок. Полуоси эллипсов све-
товых пятен пучков будут осциллировать около эффективного значения wэф.  

По типу изменения величины wэф можно выделить три режима распространения взаимо-
действующих пучков в однородной среде в зависимости от величины B, равной 

 

( )( )2
20

2
10

2
20

2
10

21

2020

2
2

1010

2
1

2
20

2
20

2
2

2
2
10

2
10

2
1

1

162

21111

yyxxyxx

yxxyxyx

wwwwww

wwwwkwwk
B

++
−−

−−













++














+=

µµµ

µµµ

. 



 76

При B>0 эффективный размер пучков wэф будет увеличиваться с ростом продольной коор-
динаты z. В случае B=0 наблюдается квазиволноводный режим распространения, т.е. эффектив-
ный размер wэф не изменяется с изменением z, а размеры полуосей эллипса светового пятна будут 
испытывать периодические осцилляции. При B<0 наблюдается схлопывание пучков в точку. 

В неоднородной среде по типу изменения величины wэф можно выделить, в отличии от 
однородной среды, четыре режима распространения пучков. Причем, как и в однородной среде, 
схлопывание пучков наблюдается при B<0. 

Из численных расчетов следует, что при большом отличии мощностей или поперечных 
размеров пучков влияние их друг на друга при распространении в нелинейной среде незначи-
тельно. При близком значении мощности пучков и их поперечных размеров нелинейное взаи-
модействие пучков существенно влияет на их геометрию и его необходимо учитывать при рас-
четах оптических устройств. 
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ФАЗОВАЯ И ГРУППОВАЯ СКОРОСТИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  

В ДВИЖУЩЕЙСЯ ОДНООСНОЙ СРЕДЕ 

 

При исследовании распространения электромагнитных волн в среде и изучении их 
трансформации на движущихся границах раздела, существенное значение имеет информация о 
поведении векторов фазовой и групповой скоростей этих волн [1; 2]. В данной работе получены 
выражения для фазовой и групповой скоростей электромагнитных волн в движущейся среде, 
описываемой одноосным тензором диэлектрической проницаемости в системе ее покоя. Пока-
зано, что для необыкновенной волны коэффициент увлечения Френеля является тензором вто-
рого ранга. Определены границы черенковской области для е-волны и рассмотрены возможные 
варианты взаимной ориентации конуса групповых скоростей и поверхности показателей пре-
ломления е-волны, в зависимости от ориентации скорости движения среды относительно ее 
оптической оси в собственной системе покоя. 

Используя решения уравнения нормалей [3] для электромагнитных волн в движущейся 
среде, описываемой одноосным тензором диэлектрической проницаемости ссоео
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в системе ее покоя, и известные методы расчета [1] для векторов фазовой и групповой скоро-
стей е-волны были получены следующие выражения: 
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В выражениях (1) и (2) использованы следующие общепринятые обозначения: cV /=β  – от-

ношение скорости движения среды к скорости света в вакууме; 21 βγ −= ; nnm e

rr
=  – вектор 

рефракции необыкновенной волны; τ
r

 – единичный вектор скорости движения среды; 

jibaba =
r

o
r

 – диада построенная из векторов a
r

 и b
r

. Другие величины, входящие в выражения 

(1) и (2), определены равенствами: 
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Сохраняя в выражениях (1) и (2) члены первого порядка малости по β , запишем выра-
жения для фазовой и групповой скоростей необыкновенной волны, справедливые при нереля-
тивистских скоростях движения среды 
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Из (4) видно, что коэффициент увлечения Френеля для необыкновенной волны 
eo

e εεεχ /1)( −=  

является тензором второго ранга. Это означает, что энергия электромагнитной волны увлекает-
ся движущейся анизотропной средой не только в направлении ее движения, но и вдоль оптиче-
ской оси. 

При ео εε =  выражения (1) и (2) принимают вид 
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и совпадают с известными выражениями для фазовой и групповой скоростей волны в движу-
щейся изотропной среде [1]. 

Фазовая и групповая скорости необыкновенной волны не совпадают по направлению, но, 
как и в случае движущейся изотропной среды [1], проекция групповой скорости на фазовую 
равна фазовой скорости 
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В движущихся анизотропных средах вектор групповой скорости направлен по нормали к 
поверхности показателей преломления [4]. При досветовых скоростях движения среды воз-
можны любые направления групповой скорости необыкновенной волны, а при сверхсветовых 

скоростях движения )(e

gV
r

 лежат внутри конуса, образующие которого перпендикулярны к соот-

ветствующим образующим конической поверхности, «сотканной» из асимптот гипербол, воз-
никающих в результате сечения поверхности показателей преломления е-волны плоскостями, 
проходящими через прямую, вдоль которой движется среда. Уравнение последней, позволяю-
щее сделать некоторые выводы о конусе групповых скоростей, можно получить из условия об-
ращения в ноль знаменателя в выражении определяющем показатель преломления необыкно-
венной волны в движущейся одноосной среде [3]: 
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где −r
r

переменный радиус-вектор, совпадающий по направлению с вектором волновой норма-
ли n

r
. 
Проанализируем уравнение (8), считая оε  и еε  положительными величинами. 

1. Среда движется вдоль оптической оси с
r

. Тензор σ  в выражении (8) принимает вид 
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и является одноосным. τ
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1 oo εβγελ −=  – отвечаю-

щее ему собственное значение. Два других собственных вектора могут быть выбраны произ-
вольно, но взаимно ортогонально в плоскости перпендикулярной вектору τ
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собственные значения оελλ == 32 . Коническая поверхность возникает при значениях 
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. Сечение конуса плоскостью ортогональной направлению движения среды является ок-
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rrrr

. Так как 0>oε , то ±λ  должны иметь 

разные знаки, что возможно, если 

[ ] [ ] 0)()()1())(1( 222222222 <−−+−− ττεεγτεβτεβεεγ
rrrrrrrr

cccc oeeoeo . 

При этом 0<−λ , то есть ось конуса, в котором заключены все возможные векторы )(e

gV
r

, па-

раллельна вектору −P
r

. Конус возникает при значениях [ ] 1222 ))(( −+> τετεβ
rrrr

cc eo . Вводя трой-

ку векторов [ ]∗τ
rr

с , ∗
±Р
r

, обратных собственным векторам тензора σ , запишем уравнение эллип-
са, полученного в результате сечения конуса плоскостью перпендикулярной его оси 

[ ] [ ] constRPPccR o =+ ∗
+++

∗
rr

o
rrr

o
rrr

)( λττε . 

Здесь −R
r

двумерный радиус-вектор, удовлетворяющий условию 0=−PR
rr

. Оси эллипса на-

правлены вдоль векторов [ ]τ
rr

с  и +Р
r

, а эллиптичность oελρ /+= . 

Проведенный анализ совместно со сведениями о поверхности показателей преломления 
[3] позволяет построить конус, содержащий векторы групповой скорости необыкновенной вол-

ны )(e

gV
r

. На рисунке 1 приведено соответствующее построение для случая [ ] 0=τ
rr

с .  

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1                                                                     Рисунок 2 
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С ростом β , от значения oε/1  до 1, угол раствора Ω  асимптотического конуса гиперболои-

да показателей преломления стремиться к π , а угол раствора конуса групповых скоростей  
стремиться к 0. При 2/π=Ω  оба конуса совпадают. Если угол 2/π<Ω , то конус из асимптот 
содержится внутри конуса групповых скоростей, если 2/π>Ω , то наоборот. В случае движе-
ния среды в направлении перпендикулярном ее оптической оси эллипсы, полученные при сече-
нии конусов плоскостью ортогональной τ

r
, ориентированы перпендикулярно друг другу. Один 

из возможных случаев взаимного расположения этих конусов приведен на рисунке 2. 
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