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Разработка новых технологий получения материалов с улучшенными эксплуатаци-
онными свойствами требует решения теоретических и экспериментальных задач высо-
коскоростной кристаллизации чистых веществ [1]. В работе изучены свойства дендрит-
ного режима роста кристалла под воздействием волновых возмущений на линии роста. 

Фазовую границу кристаллизации (ФГК) моделируем плоской линией сильного 
разрыва 0),( =− tyFx , где t  – время; x  – координата вдоль оси симметрии в сторо-
ну твердой фазы; y  – поперечная декартова координата. На ФГК имеем замкнутую 
систему граничных условий. Расплав находится в однородном отрелаксировавшем 
состоянии. Нормаль n  границы образует с осью x  угол θ : G/1cos =θ , 

2/12))/(1( yFG ∂∂+= . ФГК перемещается со скоростью N  справа налево ( nN N= , 
0<N ), и на ее вершине 0/ =∂∂ yF , 1cos =θ . По мере удаления от вершины 

2/π→θ . Угол заострения линии роста равен θ−π=θ )2/(1 .  
На ФГК имеем замкнутую систему трех граничных условий: 
1. Баланс энергии  

 QTTNcq jj −−= ∗)( ,   







∂
∂

γ+=
t
NNLQ j ,   GtFN /)/( ∂∂= . (1) 

Здесь звездочкой отмечены параметры расплава перед ФГК; индекс j  указыва-
ет, что значение функции определено на правой стороне сильного разрыва, в твердой 
фазе; jq  – нормальная к границе составляющая вектора теплового потока; расплав 
находится в однородном отрелаксировавшем состоянии: 0≡∗q , const≡∗T .  

2. Кинетическая связь 

 )( je TTN −µ= ,   )]/([1 LUKTT ce −=  (2) 

определяет нормальный механизм роста из расплава. Здесь µ  – кинетический коэф-
фициент роста; 322 /)/( GyFK ∂∂=  – средняя кривизна границы. 

3. Отклонение температуры кристалла jT  от равновесного значения cT  опреде-
ляется следующей зависимостью от локального угла наклона θ  [7]–[8]: 

 BTT jc
δθ=− )(cos)( ,   1≥δ ,   const≡B . (3) 
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Здесь )0( =θ−= jc TTB  – переохлаждение ФГК на вершине дендрита; Bµ  – мо-
дуль характерной скорости роста на вершине; δ  – параметр неоднородности переох-
лаждения ФГК вдоль линии роста. Остальные обозначения – общепринятые.  

В работе изучен физически содержательный вариант 3=δ , позволяющий найти 
функции jj qTN ,,  в конечной форме (см. (1)–(3)). Теплофизические свойства распла-
ва и кристалла приняты постоянными. 

Уравнение роста записываем в виде [2] 

 ])/(1)[/(/ 222 yFtFByF ∂∂+∂∂ϕ+α=∂∂ ,  )/( cUTL=α ,  µα=ϕ / . (4) 

Точное решение этого дифференциального уравнения 
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0)( 2/1

1 >ϕ−= Aa ,   0)( 2/1
1 >ϕ+α= ABb ,   01 <<µ− AB  

определяет стационарный профиль, который перемещается с постоянной скоростью. 
При ∞→y  этот профиль принимает форму клина 

 ,21
0 yAtAF +=    0)1/( 2

21 <+µ−= ABA ,   const,2 ≡A  (6) 

который тоже является точным решением уравнения (4). После линеаризации урав-
нения (4) на точном решении (6) получаем: 

 ),(),(),( 0 tyftyFtyF += ,   )/()/(/ 21
22 tfByfByf ∂∂+∂∂=∂∂ , (7) 

 
02 211 <ϕ= AAB ,   0)1( 2

22 >ϕ+= AB . 

Здесь ),( tyf  – малая добавка к основному решению (6).  
Далее выполняем сдвиг по координате, 01 ≥−→ Yyy , где 01 >Y  – координата, 

соответствующая начальному поперечному сечению клина. Возьмем возмущение 
),( tyf  в виде  

 ),(ˆ)exp(),( 21 tyfyhthtyf += ,   ,0≥t   (8) 
 

0)4( 2
2
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и получим аналог обычного уравнения теплопроводности 
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для которого в литературе известны точные решения [3].  
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Решение уравнения (7) имеет вид 
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2121 ,  0≥y ,  0>t , (10) 

где H  – произвольная малая постоянная. Исходное возмущение линии роста лока-
лизовано в точке 0=y  при 0+=t .  

При каждом конечном значении 0>y  функция ),( tyf  в (10) является немоно-
тонной по отношению к аргументу t : 0=∂∂ tf  вдоль линии )(tym , на которой от-
ношение Hf  достигает своего максимального по 0>t  значения.  

Скорость перемещения этой линии при ∞→t   
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является  немонотонной функцией аргумента 02 >A  (имеет максимум при 12 =A ). 
Приведем результаты числовых расчетов для никеля и меди со следующими те-

плофизическими свойствами: 
• Никель Ni : К1728=cT , 39 Дж/м1014,2 ⋅=L , К)Дж/(м1062,5 36 ⋅⋅=с , 

К)Вт/(м69 ⋅=λ , 2Дж/м81,1=U , c103804,1 7−⋅=γ , с)м/(К53,9 ⋅=µ , К1562* =T , 
м/с.3,5=bN  

• Медь Сu : К1357=cT , 39 Дж/м1077,1 ⋅=L , К)Дж/(м1017,4 36 ⋅⋅=с , 
К),Вт/(м317 ⋅=λ  ,Дж/м351,1 2=U  c,10755,4 8−⋅=γ  с),м/(К056,10 ⋅=µ  ,К1177* =T  

м/с.0,11=bN  
Свойства точечного возмущения (10) иллюстрируются графиками на рис. 1.  
Все расчеты выполнены в безразмерных величинах. Связь между безразмерны-

ми и размерными параметрами имеет вид 

)/()/( 11 bbbbb ytNytAA −=→ ,   byBB 11 → ,   )/( 2
22 bb tyBB → . 

Индексом b  отмечены масштабы величин, применяемые при обезразмерива-
нии: c10 7−=bt , м10 6−=by .  

Относительная величина возмущения Hf /  демонстрирует значительные ко-
личественные различия между указанными металлами. 

Данная работа выполнена в рамках работы по заданию ГПНИ «Энергетиче-
ские и ядерные процессы и технологии», подпрограмма «Энергетические процессы 
 и технологии». Руководитель задания – профессор О. Н. Шабловский. 
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Рис. 1. Точечное возмущение: пространственно-временной портрет линии роста: 
а – никель; б – медь 
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