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ЭФФЕКТИВНЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ИНТЕГРАЛОВ  
МЕЛЛИНА – БАРНСА В КВАНТОВОЙ ФИЗИКЕ 

 
Введение 
Интегралы Меллина – Барнса (МБ) [1] – семейство интегралов в 

комплексной плоскости, подынтегральное выражение которых опре-
деляется произведением гамма-функций – широко используются в 
физике и технике (см., например, работу [2]) и достигнут значитель-
ный прогресс в эффективных численных методах оценки этих инте-
гралов [3, 4]. В настоящее время в математической физике и экспери-
ментальной математике востребована очень высокая точность вычис-
лений интегралов МБ, до 10-12 и выше. На первый взгляд, наибольшая 
эффективность при численной оценке интегралов МБ может быть до-
стигнута при использовании контура стационарной фазы, где осцил-
ляции подынтегральной функции отсутствуют. Однако решение соот-
ветствующего дифференциального уравнения для нахождения конту-
ра стационарной фазы и его последующее применение при численном 
интегрировании может потребовать больших компьютерных затрат, а 
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может вообще быть не выполнимо (см. нижеприведённый пример 2). 
В связи с этим возникла необходимость в построении эффективных 
аппроксимаций точного контура стационарной фазы. Первая попытка 
такого построения в квантовой физике была сделана Косовером [5] 
применительно к нахождению партонных функций распределений 
нуклона на основе их меллиновских моментов – соответствующий 
контур далее обозначается как CK. 

В настоящей работе представлено новое приближение для контура 
стационарной фазы Cas, которое позволяет эффективно и с высокой 
точностью вычислять интегралы МБ в случае ограниченного асимп-
тотического поведения контура стационарной фазы на бесконечности, 
что, в частности, реализуется и для отмеченных выше функций рас-
пределений. Соответствующий контур называется асимптотическим и 
обозначается как Cas. Наше рассмотрение начинается с точно решае-
мого для контура стационарной фазы примера, на котором демон-
стрируется идея построения Cas. 

 
1. Теоретические основы 
Пусть функция имеет вид ( )s saF =  для любых действительных 

значений константы а и аргументе 0<s<1. Если выразить эту функцию 
через её меллиновские моменты 
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где контур интегрирования обычно выбирается параллельно мнимой 
оси δ > – a. Точный контур стационарной фазы определяется выраже-
нием 
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из которого легко находится асимптотическое поведение контура ста-
ционарной фазы на бесконечности. 

На рисунке 1 сплошной линией изображен точный контур стаци-
онарной фазы (3), горизонтальные штрихпунктирные линии показы-
вают его асимптотическое поведение, точки соответствуют контуру 
Косовера CK, а пунктирная линия – асимптотический контур, однако 
без сдвижки в седловую точку c0. После сдвижки в c0 асимптотиче-
ский контура Cas в точности совпадает с контуром стационарной фазы 
Cst. 

Следующий пример демонстрирует, что на практике могут встре-
чаться интегралы МБ, для которых структура контуров стационарной 
фазы может оказаться чрезвычайно сложной, затрудняющей интегри-
рование по точным контурам, а контур Косовера CK может не опреде-
лять нужного направления. 

 
 

Рисунок 1 – Эффективные контура для интеграла (2): сплошная линия – контур 
стационарной фазы, пунктирная линия – асимптотический контур без сдвижки, 
линия из точек – контур Косовера, штрихпунктирные горизонтальные прямые – 

асимптотический предел контура стационарной фазы на бесконечности 
 
Это имеет место для одного из интегралов МБ, возникающих в 

массивных диаграммах Фейнмана в квантовой теории поля 
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Структура контуров стационарной фазы для интеграла III(s) как в 

области 0<–s<43, так и в области –s>43 показана на рисунке 2, на ко-
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тором асимптотики контура стационарной фазы изображены в виде 
горизонтальных прямых.  

 

     
a)                                                                                 б) 

 
Рисунок 2 – Эффективные контура для интеграла (4):  

а – в области 0<–s<43; б – в области –s>43.  
Сплошной линии соответствует асимптотический контур, пунктирной линии 

контур Косовера, точками обозначен контур стационарной фазы,  
горизонтальные прямые – асимптотический предел контура стационарной 

фазы на бесконечности 
Как видно из рисунка 2, контур CK не воспроизводит асимптотиче-

ское поведение контура стационарной фазы, а в случае –s>43 контур 
CK направлен в сторону противоположную направлению контура ста-
ционарной фазы Cst, что не позволит провести интегрирование по 
контуру CK с высокой точностью.   

 
 

2. Обсуждение результатов 
Асимптотический контур стационарной фазы может быть приме-

нен при вычислении широкого класса интегралов МБ. Важно отме-
тить, что восстановление с помощью обратного преобразования Мел-
лина структурной функции F3 полностью аналогично рассмотренному 
выше простейшему примеру (2). Численные оценки при восстановле-
нии структурной функции F3, включая с учетом Q2-эволюции мелли-
новских моментов, приведены в работе [4]. Несомненно, что приме-
нение асимптотического контура Cas при проведении интенсивных 
вычислений, связанных с обработкой экспериментальных данных, 
например, при нахождении параметров формы структурных функций, 
функций фрагментаций и распределений кварков и глюонов в нук-
лоне, окажется намного эффективнее, чем использование обычных 
прямолинейных контуров интегрирования. 
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Заключение 
В данной работе представлен новый метод построения эффектив-

ного контура интегрирования при проведении расчетов одномерных 
интегралов Меллина-Барнса. Новый контур строится как приближе-
ние контура стационарной фазы в случае его ограниченного асимпто-
тического поведения в пределе Re(z) стремящемся к бесконечности. 
Построение асимптотического контура намного проще, чем построе-
ние других эффективных контуров, в частности, не требуется вычис-
лять производные высших порядков, как например, это происходит 
для контура Косовера, кроме того, для достижения высокой точности 
достаточно небольшого числа полиномов в квадратурной формуле. 
Процентная точность достигается при числе полиномов < 10. Показа-
но, что асимптотический контур позволяет эффективно вычислять 
интегралы МБ даже при сложной форме контуров стационарной фа-
зы. 
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