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ФУНКЦИЯ ГРИНА УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 
 

Введение. Задача столкновения двух частиц в классической меха-
нике с учетом прицельного расстояния и скорости частиц решается 
известными методами. В квантовой механике меняется сама поста-
новка вопроса, поскольку понятие траектории, а с нею и прицельного 
расстояния теряет смысл. 

В работе продемонстрирована процедура получения дифференци-
ального сечения с последующим переходом расчета функции Грина. 
Авторы, используя методы функции комплексного переменного, по-
лучают выражения для амплитуды рассеяния плоской волны.    

Связь дифференциального сечения с амплитудой рассеяния. 
Известно [1, 2], что свободная частица массы  m  описывается плос-
кой волной. Используя нормировку, при которой плотность потока в 
волне равно скорости частицы υ  получаем, что 

 
0 ( ) e .ikr
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                                              (1) 

 
Рассеянные частицы будут описываться расходящейся сферической 
волной 
 

( ) e( ) e ,
ikr

ikr
k r f k k

r
ψ ′= +






 
                                    (2) 

 



231 
 

с функцией  ( ),f k k′
 

, которую называют амплитудой рассеяния.  По-

сле некоторых вычислений для падающей (1) и рассеянной волны (2) 
следует выражение [1] для дифференциального сечения  
 

                 ( ) 2
,  .d f k k dσ ′= Ω

 
                                         (3) 

 
Из соотношения (3) следует, что задача о вычислении сечения рассея-
ния сводится к поиску амплитуды рассеяния ( ),f k k′

 
 . 

Функция Грина свободной частицы. Свободная частица описы-
вается уравнением Шредингера 

 
0 0

0
ˆ  ( )  ( ),k kH r E rψ ψ= 

                                        (4) 
 
где 0Ĥ  – гамильтониан. Для свободной частицы гамильтониан пред-
ставлен оператором кинетической энергии 
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ˆ .

2
H

m
= − ∆

                                            (5) 

 
Волновая функция, соответствующая выражению (5), определяется 
формулой (1).  

В случае наличия оператора взаимодействия ˆ ( )V V r=
  уравнение 

Шредингера принимает вид 
 

 ( )0
ˆ ˆ+  ( )  ( ).H V r E rψ ψ=

                                (6) 

 
Для простоты будем полагать, что взаимодействие исчезает на боль-
ших расстояниях от силового центра, т.е. ( ) 0V r → ∞ =

 . Перепишем 
(6) в виде  
 

( )0
ˆ ˆ ( )   ( ),H E r V rψ ψ− = −

                             (7) 

 
решение которого будем проводить методом функции Грина. Для это-
го перейдем от дифференциального уравнения Шредингера к эквива-
лентному интегральному уравнению 
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 0( ) e ( , , ) ( ) ( ) ,ikrr G E r r V r r drψ ψ′ ′ ′ ′= + ∫
                         (8) 

 
где 0 ( , , )G E r r′   – функция Грина, соответствующая оператору 0Ĥ  и 
удовлетворяющая уравнению 
 

( )0 0
ˆ  ( , , ) ( )E H G E r r r rδ′ ′− = −

                             (9) 

 
c дельта-функцией Дирака ( )r rδ ′−

   [2]. Легко убедиться, что если  

0 ( , , )G E r r′   является функция Грина, соответствующая оператору 0Ĥ , 
то справедливо так называемое спектральное разложение, или спек-
тральное представление функции Грина [1] 
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которое в случае непрерывного спектра 0Ĥ  определяется интегралом 
вида 
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                         (11) 

 
Выполняя несложные преобразования, связанные с интегрированием 
по направлениям вектора χ , получаем выражение 
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         (12)  

 
в котором было учтено, что 2

0| | 2k mE=


 . 
Выражение (12) не определяют функции Грина однозначно. Рас-

смотрим два способа обхода полюсов: добавим к положительной ве-
щественной величине 0E  малую добавку iε± . Соответствующие вы-
ражения для функции Грина обозначим индексами (+) или (–): 
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0 00

( , , ) lim ( , , ),G E r r G E i r r
ε

ε±

→
′ ′= ±

                                (13) 



233 
 

которое с помощью техники вычетов [3] приводит к  
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Случай расходящейся волны соответствует  ( )

0 ( , , )G E r r+ ′  ; c учетом (8) 
приходим к  
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откуда путем сравнения с общим выражением (2) получаем, что ам-
плитуда рассеяния определяется функцией Грина (14) и явным видом 
оператора взаимодействия ˆ ( )V V r=

 . 
Решение интегрального уравнения (15) даже в случае простейше-

го оператора ˆ ( )V V r=
  проводят приближенно методом итераций, по-

этому указанные расчеты в силу громоздких выражений в работе про-
водится не будут. 

Заключение. В работе получен явный вид функции Грина урав-
нения Шредингера. Полученные выражения могут быть использова-
ны для решения задач рассеяния на кулоновском потенциале, а также 
для других часто используемых потенциалов в физических приложе-
ниях. 
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