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На основании аналогий развития процессов двойникования и разрушения для энер-

гетических критериев двойникования предложено использование критериев разруше-
ния. При этом использовался математический аппарат теории Гриффитса и Ирвина. 
Вывод энергетических критериев двойникования осуществлен на основании закона со-
хранения энергии с учетом скорости изменения энергии приложенных внешних сил и 
внутренних источников напряжений. В постановке задачи упругое деформирование 
твердого тела рассматривалось с уже существующим в нем двойником. Принималось 
допущение однородной и изотропной среды, в которой рассматривалось развитие 
двойника. Полная энергия системы «деформируемое твердое тело – двойник» рас-
сматривалась как разница между скоростью изменения энергии приложенных внешних 
и внутренних сил. В результате решения задачи критерии двойникования были выра-
жены через коэффициенты интенсивности напряжений. Это дает возможность рас-
смотрения развития двойникования при различных схемах деформирования твердого 
тела. За критерий двойникования бралась величина скорости высвобождения энергии. 
Получены условия устойчивого и неустойчивого роста двойника. При этом учитыва-
лась энергия образования поверхности раздела двойник – материнский кристалл. Для 
расчетов коэффициентов интенсивности напряжений получались соотношения для 
определения плотностей двойникующих дислокаций в случае тонкого и нетонкого 
двойника. Данные соотношения получались из связи плотности двойникующих дисло-
каций с внутренними напряжениями. Учитывались напряжения, действующие на гра-
ницах двойника со стороны внешних сил. Расчеты показали, что коэффициенты ин-
тенсивности напряжений для тонкого и нетонкого двойника отличаются в два раза. 
Результаты представляют практический интерес для их использования в технологии 
производства технических систем на основе двойникующихся материалов, материа-
лов с памятью формы. 
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Введение. По многочисленным данным [1–5] двойникование и разрушение пред-

ставляют собой родственные (подразумевается, что слова «родственные», «схожие» и 
«аналогичные» – синонимы) физические явления. Это дало основание в работах [1, 3, 
5] использовать математический аппарат механики разрушения для развития теории 
двойникования. Воспользуемся этим же подходом и применим математический аппарат 
теории разрушения Гриффитса (A.A. Griffith) [6, 7] и Ирвина (G.R. Irwin) [8], с учетом 
анализа, проведенного в [9, 10], для решения задачи о нахождении критериев механи-
ческого двойникования. 

Цель работы – на основании закона сохранения энергии вывести энергетические 
критерии деформационного (механического) двойникования. 

Методики исследований. Рассмотрим механический двойник длиной L, находя-
щийся у поверхности деформируемого твердого тела (рис. 1). Примем приближение 
однородной и изотропной среды, в которой рассматривается развитие двойника.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 1. Схематическое изображение механического клиновидного двойника, 
 находящегося у поверхности кристалла 

 
Пусть деформирование среды находится в рамках закона Гука. Деформирование твер-
дого тела осуществляется в условиях уже существующего в нем двойника. При этом 
следует отметить, что важным вопросом, возникающим при рассмотрении теорий уп-
ругого и остаточного двойникования, является вопрос о правомерности использования 
теории упругости в теории двойникования, так как механическое двойникование про-
является на стадии пластической деформации твердых тел, выходящей за рамки линей-
ной зависимости напряжений от деформаций. 

Основные результаты. Известно, что для зарождения механического двойника 
необходима концентрация напряжений [1–4]. В случае, например, сосредоточенной на-
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грузки необходимая для зарождения двойника область пластической деформации мо-
жет иметь размер пренебрежимо малый по сравнению с размером сформировавшегося 
двойника. При этом после зарождения двойника в локальной области пластической де-
формации дальнейшее его развитие происходит за пределами этой области и движение 
двойникующих дислокаций происходит в поле упругих напряжений. 

После снятия нагрузки в случае упругого двойникования раздвойникование про-
исходит под действием полей упругих напряжений двойникующих дислокаций и сил 
притяжения дислокаций к поверхности. В случае остаточного двойника пластическая 
деформация локализуется на двойниковых границах в узкой области (шириной в два-
три межатомных расстояния). В остальной области имеют место поля упругих напря-
жений, которые, как и в случае трещин, правомерно рассчитывать на основании линей-
ной теории упругости [6–10]. 

Таким образом, несмотря на то, что для зарождения механических двойников не-
обходимы напряжения превышающие предел упругости, развитие двойников и сущест-
вование остаточных двойников может происходить в недеформированной области кри-
сталла или в области полей упругих напряжений. Границы двойников локализуют пла-
стическую деформацию в узких полосах, создавая при этом поле дальнодействующих 
упругих полей напряжений. Аналогичная ситуация наблюдается и в случае образования 
трещин [6–10]. Но в этом случае для зарождения трещин необходимы напряжения, 
превышающие предел прочности материала, т.е. более высокие, чем в случае двойни-
кования. А сами трещины создают напряжения, описываемые в рамках линейной тео-
рии упругости. 

Декартову систему координат X΄O΄Y΄ свяжем с движущейся вершиной двойника 
(см. рисунок 1). Тогда полная энергия системы «деформируемое твердое тело – двой-
ник» может быть найдена из соотношения: 

 

  intext WWWD −= ,  (1) 

где DW  – полная диссипация энергии в рассматриваемой системе; extW  – мощность при-
ложенных сил; intW  – скорость изменения энергии, обусловленной внутренними сила-
ми. Согласно [9] 
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где TV )(∂  – изменение объема деформируемого твердого тела под действием внешних 
сил T; u  – вектор смещения; σ̂  – тензор напряжений; n  – единичный вектор; V – об-
ласть деформируемого твердого тела с двойником; ε̂  – тензор деформаций; s, x, y – па-
раметры интегрирования. 

Подставляя (2) и (3) в (1), получим 
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Скорость изменения работы обусловленными двойникованием внутренними си-

лами может быть определена из соотношения [9] 
 

  dxdyW
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dt
d

CС VVVV
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ε+ε=ε )ˆ()ˆ()ˆ(   (5) 

 
Здесь CV  – область, охваченная контуром C (см. рис. 1). 
Переход к системе координат, связанной с движущейся вершиной двойника, даст [9] 
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Как показано в [9],  
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где 1e



 – единичный вектор, направленный в сторону перемещения вершины двойника. 
После преобразования 
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где ))(()( CVVnCn −∂−=

 , (1) можно записать в виде: 
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При 0→С  получаем [9]: 
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При этом величина интеграла 
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от выбора C не зависит. 

Следует отметить, что G представляет собой скорость высвобождения упругой 
энергии и часто представляется в виде [6, 7, 9] 

 

  
L
UG
∂
∂

= ,  (13) 

 
где U – потенциальная энергия деформируемого нагрузкой твердого тела. 

Учитывая, что LWG D = , по аналогии с [6, 7, 9], для двойникования из (11) мож-
но получить критерий двойникования 
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где E – модуль Юнга; μ – модуль сдвига; tw

IK , tw
IIK , tw

IIIK  – критерии интенсивности на-
пряжений, зависящие от схемы нагружения твердого тела с двойником, определяемые 
по формулам: 
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tw
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Здесь ∞σ yy , ∞σxy , ∞σ yz  – компоненты тензора внешних напряжений в случае одно-

осного растяжения, поперечного и продольного сдвига соответственно; как было пока-
зано в [11], для нетонкого двойника 2=α , для тонкого – 1=α . 

Через энергию образования поверхности раздела двойник – материнский кристалл 
SW  критическое условие подрастания двойника по аналогии с [6, 7, 9] можно выразить 

следующим образом: 
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или 
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Здесь 
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где γ – энергия образования единичной площадки на границе раздела двойник – мате-
ринский кристалл. 

В соответствии с гипотезой Гриффитса [6, 7] уравнение энергетического баланса 
из (17) с учетом (18) можно записать в виде 
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Очевидно, что при 
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наблюдается неустойчивый рост двойника, а при выполнении условия 
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имеет место устойчивый рост двойника. 

Согласно подходу Ирвина [8, 9], для каждого способа деформирования твердого 
тела с двойником существует свой критический коэффициент интенсивности напряже-
ний, при превышении которого начинается рост двойника. При этом в соответствии с 
подходом Ирвина для двойникования можно записать 
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где 1=β  или 21 ν−=β  при плоском напряженном или деформированном состоянии соот-
ветственно. 

Как видно из критериев двойникования (14) и (22), важной задачей для их опре-
деления является расчет критериев интенсивности напряжений для различных схем на-
гружения твердого тела с двойником. При этом не всегда получается простое решение, 
как в случае формул (15). В случае, когда на двойниковые границы нетонкого двойника 
действует нормальная нагрузка )(1 xT , а краевая составляющая вектора Бюргерса двой-
никующей дислокации направлена вдоль оси O΄X΄ (рисунок 1) внутренние напряжения 
у двойника могут быть определены по формулам [9] 
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где ν−=κ 43 ; )(дв xρ  – плотность двойникующих дислокаций на двойниковых гра-
ницах. В случае нетонкого двойника можно записать 
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  )()()( дв2дв1дв xxx ρ+ρ=ρ .  (24) 

 
Здесь )(дв1 xρ , )(дв2 xρ  – плотность двойникующих дислокаций на одной и вто-

рой двойниковой границе соответственно. 
В первом приближении для нетонкого двойника, сформированного в малодефект-

ной области кристалла, можно принять )()( дв2дв1 xx ρ≈ρ . Тогда из (24) следует, что 
)(2)( дв1дв xx ρ≈ρ . 

В случае одноосного растяжения твердого тела с двойником по аналогии с [9] 
граничное условие может быть задано в виде сингулярного интегрального уравнения 
первого рода: 
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Из этого уравнения, с учетом условия 
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можно определить )(дв xρ  по формуле [9] 
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В рассматриваемом случае коэффициент интенсивности напряжений находится 

по формуле [9] 
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Если двойник находится в твердом теле в поле напряжений поперечного сдвига, 

то на его границы будет действовать касательная нагрузка )(2 xT . Тогда по аналогии с 
[9] для плотности двойникующих дислокаций справедливо сингулярное интегральное 
уравнение 
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Отсюда 
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Формула для определения коэффициента интенсивности напряжений в этом слу-

чае примет вид [9] 
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В случае антиплоского сдвига на двойниковые границы действует нагрузка )(3 xT . 

В этом случае справедливо уравнение [9] 
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которое имеет решение 
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Коэффициент интенсивности напряжений в этом случае определяется по формуле [9] 
 

  ∫
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Выводы. Таким образом, показана возможность использования для критериев 

двойникования критериев разрушения. Это обусловлено родственностью (в смысле 
аналогичности) процессов двойникования и разрушения. 
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