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НЕОБХОДИМЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Двойной интеграл dxdyyxf
D

 ),(  

Решается сведением к повторному по следующему алгоритму: 
1) изобразить область D;  

2) найти точки пересечения графиков функций, задающих границы 

области D;  

3) свести интеграл к повторному вида 
)(

)(

2

1

),(
xy

xy

b

a

dyyxfdx , если область 

D ориентирована вдоль оси Оу (рис. 1) или 
)(

)(

2

1

),(
yx

yx

d

c

dxyxfdy , если область 

D ориентирована вдоль оси Ох (рис. 2); 

4) вычислить сначала внутренний интеграл, а затем внешний. 

 

 
 

 

 

 

 

Рис. 1 Рис. 2 

 

Площадь области D: 
D

dxdyS . 

Масса пластины D плотностью ),(μ yx : dxdyyxm
D

 ),(μ . 

Если область интегрирования представляет собой круг или часть 

круга (эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
), то для вычисления интеграла удобно 

использовать полярные (обобщённые полярные) координаты: 

 

Полярные координаты Обобщённые полярные координаты 

φρρ
φsinρ
φcosρ

dddxdy

y

x









 

φ.ρρ
φsinρ
φcosρ

ddabdxdy

by

ax









 

x b a 

y 

О 

)(1 xyy 
)(2 xyy   

d 

y 

x 

)(2 yxx 

О 

)(1 yxx   
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Тройной интеграл 
V

dxdydzzyxf ),,(  

 

Вычисление аналогично вычислению двойного интеграла: 
необходимо свести тройной интеграл к повторному вида 

 


),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(

yxz

yxz

xy

xy

b

a

dzzyxfdydx  

 

Объем тела, ограничивающего пространственную область V: 

 


V

dxdydzV . 

Масса тела V плотностью ),,(μ zyx :  


V

dxdydzzyxm ),,(μ . 

Если границами пространственной области V являются конус, 
параболоид или цилиндр, то удобно использовать цилиндрические 
координаты; если сфера – сферические координаты (в этом случае θ  – 

угол между радиус-вектором произвольной точки области V и 

положительным направлением оси Oz ): 

 

Цилиндрические координаты Сферические координаты 

dzdddxdydz

zz

y

x

φρρ

φsinρ
φcosρ















 

θ.φρsinθρ

θcosρ
θsinφsinρ
θsinφcosρ

2 ddddxdydz

z

y

x















 

Обобщённые цилиндрические 
координаты 

Обобщённые сферические 
координаты 

dzddabdxdydz

zz

by

ax

φρρ

φsinρ
φcosρ















 

θ.φρsinθρ

θcosρ
θsinφsinρ
θsinφcosρ

2 dddabcdxdydz

cz

by

ax














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Криволинейный интеграл I рода 
Имеет вид 

L

dlyxf ),(  (если задана плоская кривая L ) или 


L

dlzyxf ),,(  (если кривая L  задана в пространстве); элемент dl 

вычисляется по одной из следующих формул в зависимости от того, как 
задана кривая L : 

 

)(xfy   








)(

)(

tyy

txx
 )(ρρ   

  dxxfdl
2

)(1   dtyxdl tt
22 )()(    ddl 2

φ
2
φ )(   

 

Если кривая L  задана в пространстве параметрическми уравнениями 













)(

),(

)(

tzz

tyy

txx

 то dtzyxdl ttt
222 )()()(  . 

Длина дуги кривой L : 
L

dll . 

Масса криволинейного стержня плотностью ),(μ yx : .),(μ
L

dlyxm  

Криволинейный интеграл II рода 

 

 
L

dyyxQdxyxP ),(),(  

 
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

Для вычисления необходимо свести все к одной переменной, 

воспользовавшись уравнением кривой L  (в случае, когда L  – 

пространственная кривая, удобно перейти к её параметрическим 

уравнениям). 

Физический смысл:  
L

QdyPdx  равен работе силы jQiPF   по 

перемещению точки вдоль кривой L . 

Формула Грина: dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx

DL

 














 . 

Условие независимости криволинейного интеграла 

 
L

dyyxQdxyxP ),(),(  от пути интегрирования: .
y

P

x

Q







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Поверхностные интегралы I рода 

 


S

dszyxf ),,(  

Если поверхность S задана формулой ),( yxzz  , то 

dxdyzzds yx
22 )()(1   

Площадь поверхности S: 
S

dsS . 

Если на поверхности S распределена масса m с плотностью μ , то 


S

dszyxm ),,μ( . 

 

Поверхностные интегралы II рода 

 

 
S

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  

Вычисление: 
1) записать векторную функцию );;( RQPa  ; 

2) найти вектор нормали к ориентированной поверхности S , 

заданной уравнением ),( yxzz  , по формуле )1;;( yx zzn   (знак плюс 
(минус) берётся, если нормаль образует острый (тупой) угол с заданной 

стороной поверхности); 

3) свести поверхностный интеграл к двойному по формуле: 
 

  
xyS

yxzz
S

dxdynaRdxdyQdxdzPdydz ,,
),(

 
где xyS  – проекция поверхности S  на плоскость xOy ; 

Скалярное произведение  na ,  в общем случае есть функция, 
зависящая от yx,  и z , поэтому запись  

),(
,

yxzz
na   означает, что в 

произведении  na ,  переменную z  следует заменить на ),( yxz . 

Формула Остроградского–Гаусса:  

 

  
V

zyx

S

dxdydzRQPRdxdyQdxdzPdydz , 

где S  – замкнутая поверхность, ограничивающая область .V  

Формула Стокса:  

 

      
S

yxxzzy

L

dxdyPQdxdzRPdydzQRRdzQdyPdx , 

где S  – любая поверхность, «натянутая» на контур L .
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) ,762  xxy 32  xy , 0х ; 

б) 
3

,03,010 2222 x
yxyxxyx  . 

Решение 
а) Площадь области вычисляется по формуле 

D

dxdyS , 

следовательно, необходимо сделать чертёж заданной области, а затем 

вычислить двойной интеграл путём сведения его к повторному. 
1) Изобразим графики указанных функций.  

Графиком функции 762  xxy  является парабола, ветви 

которой направлены вниз. Найдём её вершину. Это можно сделать, 

воспользовавшись формулой 
a

b
xв

2
 , либо найдя производную и 

приравняв её к нулю: 

062  xy  

3
2

6
вx  

Подставив 3вx  в уравнение параболы, найдём 

.273632 вy
 

Следовательно, вершина параболы находится в точке )2;3( . 

Графиком функции 32  xy  является прямая, которую можно 
построить по двум точкам, например, )3;0(   и )1;2( .  

Прямая 0х  совпадает с осью Oy.  

На рисунке 3 заштрихована область, ограниченная тремя заданными 

линиями.  

2) Определим пределы интегрирования. Для этого найдём точки 

пересечения прямой и параболы. 

Решим систему: 








.32

,762

xy

xxy
 

32762  xxx , 
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0442  xx , 

.22,1 x  

Таким образом, прямая касается параболы в точке с абсциссой 2x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3 

 

Так как область D является ориентированной вдоль оси Oy, то 
внутренний интеграл будет по игреку. Игрек изменяется от параболы до 
прямой, т.е. 

32762  xyxx ,  

20  x . 

3) Вычислим площадь: 

 








2

0

2
2

0

32

76

32

76

2

0

)44(2

2

dxxxydxdydxdxdyS
x

xx

x

xxD

 

).(
3

8

3

8
88

3
24 2

2

0

3
2 едx

xx 







  

Ответ: 
2.

3

8 ед  

 

б) Изобразим область, ограниченную линиями 

3
,03,010 2222 x

yxyxxyx  . 

2 

О 2 x 3 

y 
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Для этого выделим полный квадрат в первом и втором уравнениях: 
01022  xyx , 

2222 5)552(  yxx , 

222 5)5(  yx . 

Полученное уравнение задаёт окружность радиуса 5 с центром в 
точке )0;5( . 

Аналогично преобразуем второе уравнение: 
2

2
2

2

3

2

3













  yx  – 

окружность радиуса 
2

3
 с центром в точке 








0;
2

3
. 

Неравенство 
3

x
y   определяет полуплоскость, находящуюся 

ниже прямой 
3

x
y  , проходящей через начало координат и точку с 

координатами  1;3  . 

Заданная область изображена на рис. 4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4 

 

4) Так как область интегрирования представляет собой часть круга, 
то целесообразно перейти к полярным координатам: 

φρρ
φsinρ
φcosρ

dddxdy

y

x









 

5 3/2 

О 

y 

x 
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Для нахождения пределов интегрирования по переменной ρ  

запишем уравнения заданных окружностей в полярных координатах. Тогда 
уравнение внутренней окружности примет вид: 

0φcosρ3φsinρφcosρ 2222  , 

φcosρ3ρ2  , 

φcos3ρ  , 

а уравнение внешней окружности: 

φcos10ρ  . 

Отсюда следует, что 

φcos10ρφcos3  . 

Очевидно, что 
2

πφ  . Для нахождения верхнего предела 

интегрирования подставим полярные координаты в неравенство 
3

x
y  : 

3

φcosρφsinρ  , 

3

1φ tg  , 

откуда 
6

πφ  .  

Вычислим площадь области: 

 












6/π

2/π

2
6/π

2/π

φcos10

φcos3

2φcos10

φcos3

6/π

2/π
φφcos

2

91

2

ρφρρφφρρ
ρφ

dddddddxdyS
DD







 













6/π

2/π

6/π

2/π
2φsin

2

1φ
4

91φ
2

2φcos1

2

91
d  

 
).(

48

334π91

4

3

3

π
4

91πsin
2

1

3

π
sin

2

1

2

π
6

π
4

91 2ед
















   

 

Ответ: 
  2.

48

334π91 ед
 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

0,
2

,4
2

1 2
2

 x
x

yy
x

 и имеющей поверхностную 

плотность 43 /2μ yx . 
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Решение 

Уравнение 1
2

2
2

 y
x

 задаёт эллипс с полуосями 1,2  ba  и 

центром в начале координат. 

Разделим обе части уравнения 4
2

2
2

 y
x

 на 4: 

1
48

22


yx

. 

Таким образом, это уравнение также задаёт эллипс с центром в 
начале координат, полуоси которого равны 2,22 11  ba . 

Уравнение 
2

x
y   определяет прямую, проходящую через начало 

координат и расположенную в первой и третьей координатных четвертях, 
а прямая 0x  совпадает с осью Oy. 

Приняв во внимание все указанные в условии неравенства, получим 

область, изображённую на рис. 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5 

 

Для вычисления массы пластинки воспользуемся формулой: 


D

dxdyx,ym )μ( . 

Так как область интегрирования представляет собой часть 
эллиптического кольца, то целесообразно перейти не просто к полярным, а 
к обобщённым полярным координатам: 

y 

x 1 2 
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φ.ρρ
φsinρ
φcosρ

ddabdxdy

by

ax









                                             (1) 

 

Так как 1,2  ba , то для нашей задачи формулы (1) примут вид: 

φ.ρρ2

φsinρ
φcosρ2

dddxdy

y

x









                                             (2) 

Подставим формулы () в неравенство 

4
2

1 2
2

 y
x

. 

Получим 
    4φsinρ

2

φcosρ2
1

2

2

 , откуда 4ρ1 2  , 

следовательно, 2ρ1  . 

Найдём пределы интегрирования по переменной . Для этого 

подставим равенства (2) в неравенства 
2

x
y   и 0x . Получим 

2

φcosρ2φsinρ  , откуда 1φtg  , а значит 
4

πφ  . 

 

Аналогично 0φcosρ2  , следовательно, 
2

πφ  . 

Тогда 

 
 

DDD

dddxdy
y

x
dxdyx,ym φρρ

φsinρ
φ)cosρ2(

2
2

)μ(
4

3

4

3

 




  
2/π

4/π

2

14

22/π

4/π

2

1
4

3

ρ
φsin

φφcosφ)sin1(
24ρφ

φsin

φcos
24

d
dd  


















 

2/π

4/π
3

2/π

4/π
24 φsin

1

φsin3

1
24φ

φsin

φ)(sin

φsin

φ)(sin
24 d

dd
 

3

)12(8

3

2

3

2
24











 . 
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Ответ: 
3

)12(8 
. 

 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) ,)2( 

V

dxdydzzxy  40,21,01:  zyxV ; 

б) 
V zyx

zdxdydz

222
,  0,,4: 222  zxyzyxV . 

Решение 
 

а) Сведём тройной интеграл к повторным (порядок интегрирования в 
данном случае не имеет значения, так как все переменные изменяются в 
пределах отрезков). 

 







 



4

0

22

1

0

1

4

0

2

1

0

1 2
2)2()2(

z
xyzdydxdzzxydydxdxdydzzxy

V

 

        2868128488
0

1

2
0

1

2

1

2
0

1

2

1

0

1





 xxdxxyxydxdyxydx . 

Ответ: 2  

б) Изобразим область интегрирования :V  ,4222  zyx  

,xy  0z . Она представляет собой часть сферы радиуса 2 (рис. 6). 

Проекция области V на плоскость xOy  изображена на рис. 7. 

 

 

 

Рис. 6 Рис. 7 

 

x 

y 

2 
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Перейдем к сферическим координатам: 

θ.φρsinθρ

θcosρ
θsinφsinρ
θsinφcosρ

2 ddddxdydz

z

y

x















 

Заметим, что в сферических координатах 2222 ρ zyx . 

Расставим пределы интегрирования: 
2ρ0  , 

4

π5φ
4

π
 , 

2

πθ0  . 

Тогда интеграл примет вид: 





2

0

2
2/π

0

4/5π

4/π

2

'
222

ρρθθcosθsin φθφρsinθρ
ρ
θcosρ

dddddd
zyx

zdxdydz

VV

 

3

π4

2

θsin

3

π8

3

ρ
)θsin (θsin φ

2/π

0

2
2

0

32/π

0

4/5π
4/π   d . 

Ответ: 
3

π4
. 

 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,2xy  ,0z 4 zy . 

Решение 
 

Изобразим тело, ограниченное заданными поверхностями, а также 
его проекцию на плоскость xOy . Уравнения 0z и 4 zy  задают 

плоскости, а уравнение 2xy   – параболический цилиндр, образующая 
которого параллельна оси Oz  (рис. 8). При этом плоскости пересекутся по 
прямой ,4y  а цилиндр 2xy   пересечёт её в точках с абсциссами 

21 x  и 22 x  (рис. 9). 
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Рис. 8 Рис. 9 

 

Расставим пределы интегрирования:  
yz  40 , 

42  yx , 

22  x . 

Вычислим объём указанного тела: 









  

4
4

22

2-

2

2-

-4

0

42

2- 2 22 2
4)4(

x x

y

xV

y
ydxydydxdzdydxdxdydzV  

).(
15

256

10

64

3

64
32

103

4
8

2
48 3

2

2

532

2-

4
2 едxx

xdx
x

x 




















 . 

Ответ: 
3.

15

256 ед  

 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ),(3 22 zxy   

,922  zx  .0y  

Решение 
Область V представляет собой часть цилиндра ,922  zx  

огрниченную плоскостью 0y  и параболоидом ),(3 22 zxy   причём и 

цилиндр, и параболоид расположены вдоль оси Oy  (рис. 10).  

Область однозначно проецируется на плоскость xOz  (рис. 11). 

 

4 

-2 

y 

2 x 
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Рис. 10 Рис. 11 

 

Так как Oy  является осью симметрии заданного однородного тела, 
то центр масс будет находится на этой оси, то есть будет иметь 
координаты  0;;0 cy . Координату cy  найдем по формуле: 






V

VV
c

dxdydzzyx

dxdydzzyxy

m

dxdydzzyxy

y
),,(μ

),,(μ),,(μ
,                 (3) 

где ),,μ( zyx  – поверхностная плотность. 
 По условию тело однородно, значит, плотность его в каждой точке 

постоянна, следовательно, в числителе и знаменателе формулы (3) 

плотность μ  можно вынести за знаки интегралов и сократить. 
Окончательно получим: 






V

V
c

dxdydz

ydxdydz

y                                             (4) 

Вычислим числитель и знаменатель дроби (4), перейдя для этого к 
цилиндрическим координатам. Ввиду того, что область интегрирования 
однозначно проецируется на плоскость xOz , полярные координаты 

примут вид: 

.φρρ
φcosρ

φsinρ

dydddxdydz

z

yy

x















 

2

π243

4

ρπ6ρ3ρπ2ρρφ
3

0

43

0

3
ρ3

0

3

0

π2

0

2

  ddydddxdydz
V

. 

y 

x 

z 

3 

x 

z 3 
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.
2

π2187

6

ρπ9ρρπ9
2

ρρπ2ρρφ
3

0

63

0

5

ρ3

0

23

0

ρ3

0

3

0

π2

0

2
2

  d
y

dydyddydxdydz
V

 

Тогда 9
2/π243

2/π2187
cy . 

Ответ:  0;9;0 . 

6. Вычислить  
ABL zyx

dl
2)(

, где ABL – отрезок прямой, заключён- 

ный между точками  )0;1;1(A  и )2;3;2(B . 

Решение 
Чтобы вычислить криволинейный интеграл первого рода вдоль 

какой-либо кривой, необходимо иметь уравнение этой кривой. Составим 

уравнение ABL , воспользовавшись уравнением прямой по двум точкам: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












. 

Уравнение прямой АВ примет вид: 

22

1

1

1 zyx






. 

Приравняв к ,t  получим уравнение прямой АВ в параметрической 

форме: 














tz

ty

tx

2

12

1

 

Вычислим элемент dl  по формуле: 

      dtzyxdl ttt
222  ,  

откуда dtdtdl 3221 222  . 

Тогда интеграл примет вид: 

 
  







 


1

0

1

0

2
1

0
22 25

1

5

3
253

2121

3

)( t
dtt

ttt

dt

zyx

dl

ABL

 

.
14

3

2

1

7

1

5

3







   
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Замечание.  Пределы интегрирования по переменной t в интеграле 
мы определили, подставив координаты точек А и В в параметрические 
уравнения прямой (номер). 

Ответ: 
14

3
. 

7. Вычислить работу силы jxixyF


2)2(   при перемещении 

вдоль линии 22 2  xy от точки  2;0 A  до точки  6;2B . 

Решение 
Для вычисления работы силы jQiPF


  вдоль кривой L 

необходимо вычислить криволинейный интеграл второго рода: 













 
xdxdy

xy
dyxdxxyQdyPdxA

LL 4

22
)2(

2
2

 

     
2

0

33
2

0

22 422242)22( dxxxxxdxxdxxx  

  .162
2

3
226

2

0

2

0

2

2

0

42

0

3   xx
x

dxxx  

Ответ: 16. 

8. Вычислить  
S

zdxdydxdzzdydzx ,22
 где S  – часть внешней 

поверхности конуса ,22 yxz   отсекаемая плоскостью 3z . 

Решение 
Изобразим заданную поверхность S  (рис. 12) и её проекцию на 

плоскость xOy  (рис.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12 Рис. 13 

 

y 

x 

z 

x 

O y 
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Так как поверхность S  задана явно непрерывно дифференцируемой 

функцией ,22 yxz   однозначно проецирующейся на плоскость xOy , 

то для вычисления заданного поверхностного интеграла второго рода 
воспользуемся формулой: 

  
xyS

yxzz
S

dxdynaRdxdyQdxdzPdydz ,,
),(

               (5) 

где xyS  – проекция поверхности S  на плоскость xOy ; );;( RQPa   

– векторная функция; )1;;( yx zzn   – вектор нормали к заданной 

ориентированной поверхности S  (знак плюс (минус) берётся, если 

нормаль образует острый (тупой) угол с заданной стороной поверхности); 

скалярное произведение  na ,  в общем случае есть функция, зависящая от 
yx,  и z , поэтому запись  

),(
,

yxzz
na   означает, что в произведении 

 na ,  переменную z  следует заменить на ),( yxz . 

По условию );;( 22 zzxa  . Для нахождения вектора нормали 

вычислим частные производные xz  и yz  от функции .22 yxz   

22 yx

x
zx


 , 

22 yx

y
z y


 . 

Нормаль к внешней поверхности конуса образует тупой угол с 
положительным направлением оси Oz , следовательно, вектор нормали 

имеет координаты 
















 1;;)1;;(

2222 yx

y

yx

x
zzn yx . 

Подставив в формулу (5), получим: 

 

    
S S

yxzz

xy

dxdynadxdyzydxdzxdydz
);(

2 ;2  

 



















  222

2222
)1(2 yxzdxdyz

yx

y
y

yx

x
x

xyS

 

     .22 222222

22

2

22

2

 





















xyxy SS

dxdyyxyxdxdyyx
yx

y

yx

x
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Так как проекция конуса на плоскость xOy  является кругом радиуса 
3, то для вычисления полученного двойного интеграла удобно перейти к 
полярным координатам: 

φρρ
φsinρ
φcosρ

dddxdy

y

x









 

Интеграл примет вид: 

           
π2

0

3

0

32

ρφ

22222 ρρ2ρφφρρρ2ρ2 dddddxdyyxyx

xyS S

 

99π
2

81
92π

4

2ρ
3

ρ
2π

3

0

43







 








 . 

Ответ: 99π . 

9. Найти поток векторного поля kzjyiza )2(5)2(ln   через 

замкнутую поверхность ,S  ограниченную плоскостями 63  zyx , 

0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 

Решение 

Для вычисления потока векторного поля kRjQiPa   через 

замкнутую поверхность S , ограничивающую пространственную область 

,V  воспользуемся формулой Остроградского–Гаусса: 

  
V

zyx

S

S dxdydzRQPRdxdyQdxdzPdydza )(П . 

Найдем RQP yx
 , учитывая, что ,2ln  zP  yQ 5 , :2 zR  

6150  RQP yx . 

Поверхность S , ограниченная плоскостями 63  zyx , 0x , 

0y  и 0z , представляет собой пирамиду, изображённую на рис. 14. 

Напомним, что уравнения 0x , 0y  и 0z  задают координатные 

плоскости. Чтобы изобразить плоскость 63  zyx , разделим обе части 
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уравнения на 6, превратив его таким образом в уравнение плоскости «в 

отрезках по осям»: 

1
626


zyx
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 14 Рис. 15 
 

Расставим пределы интегрирования, используя рис. 14 и 15: 

yxz 360  , 

3

6
0

x
y


 , 

60  x . 

Тогда 

     


6

0 0

36

0

3
6

66)(П
x

yx

VV

zyxS dzdydxdxdydzdxdydzRQPa  









  


6

0 0

26

0 0

3
6

3
6

2

3
66)36(6

xx

y
xyydxyxdydx  

 















 















6

0

226

0 0

2

3

6

2

3

3

)6(
6

2

3
)6(6

3
6

dx
xxy

yxdx

x

 

  .72720
3

)6(
)6(

6

1

3

1
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6

0

36

0

2
6

0

2 








  

x
dxxdxx  

Ответ: 72. 
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Замечание. Этот же интеграл можно вычислить гораздо быстрее, 
воспользовавшись тем, что 

V

dxdydz  равен объему пространственной 

области V . В нашем случае область V  представляет собой пирамиду, 
объем которой можно вычислить по формуле, известной из школьного 
курса математики: 

HSV  .осн
3

1
. 

Тогда 

.72626
2

1

3

1
6

3

1
66)(П   OBSdxdydza AOC

V

S   

Ответ: 72. 

Замечание. Этот же интеграл можно вычислить гораздо быстрее, 
воспользовавшись тем, что 

V

dxdydz  равен объему пространственной 

области V . В нашем случае область V  представляет собой пирамиду, 
объем которой можно вычислить по формуле, известной из школьного 
курса математики: 

HSV  .осн
3

1
. 

Тогда 

.72626
2

1

3

1
6

3

1
66)(П   OBSdxdydza AOC

V

S  
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

Вариант 1 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 4,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy ; 

б) 3,06,04 2222 xyxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

3
,0,36

94
1

22

xyx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

3/9 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) ,)32( 2 

V

dxdydzzyx  40,21,32:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzzyx )( 222
,  0,0,0,4: 222  zyxzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,42 xz  4 yx , 0,0,0  zyx . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,3 22 zxy   

,3622  zx  .0y  

6. Вычислить   
L

dlyx 22
, где L – окружность 422  yx . 

7. Вычислить работу силы jyiyF


 )23(  при перемещении 

вдоль линии 
32xy  от точки  0,0A  до точки  2,1B . 

8. Вычислить  
S

zdxdydxdzdydz ,22  где S  – часть поверхности 

параболоида 223 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 0z . 

9. Найти поток векторного поля kejeixe yxz  )2(a  через 

замкнутую поверхность S , ограниченную плоскостями 1 zyx , 

0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 2 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,5,2  xxyxy ; 

б) 
3

,0,06,02 2222 x
yxyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
3

2
,0,2

49
1

22

xyy
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

xy /3 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

yzdxdydzx ,2
 32,30,21:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzyxy ,22
 )(4,0,,2: 222 yxzzxyzV  . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

4 zyx , ,1x  0y , 0z . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,2 22 yxz   

8z . 

6. Вычислить ,arctg dl
L

x

y  где L – часть дуги спирали Архимеда 

2φρ  , заключенная внутри круга радиусом 2 с центром в полюсе. 
7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

  
ABL

ydyxdxxy ,1 2
 где ABL  – дуга параболы xy 442   от точки 

)0,1(A до точки ).2,0(B  

8. Вычислить  
S

dxdyzydxdzxdydz ,2
 где S  – внешняя сторона 

сферы 16222  zyx , лежащая в верхней полуплоскости. 

9. Найти поток векторного поля 

kxyzjyeixz x )2()2()3( 2 a  через замкнутую поверхность S : 

222 zyx  , 1z , 4z  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 3 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 1,742 22  xxyxxy ; 

б) xyxyxxyx  ,08,04 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

0,1
259

22

 y
yx

 и имеющей поверхностную плотность yx /2 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)4( 2
 11,20,11:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydzz ,2
  0,0,,361: 22  zxzyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 0z , 

,2xz  ,022  yx  7 yx . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,6 22 zyx   

,922  zy  .0x  

6. Вычислить ,
8 22


OAL yx

dl
 где OAL  – отрезок прямой, 

соединяющей точки )0;0(O   и )2;2(A . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

 
ABL

dyyxydxxyx )2()( 22
, где ABL  – дуга эллипса tx cos3 , 

ty sin2  при положительном направлении обхода. 

8. Вычислить  
S

zdxdyxydydz ,5  где S  – нижняя часть поверхности 

042  zyx , расположенная в первом октанте. 

9. Найти поток векторного поля kzejyzxix x )()4()18( a  

через замкнутую поверхность S : yzyx 2222   в направлении 

внешней нормали. 
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Вариант 4 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0625,22  yxyx ; 

б) 3,08,06 2222 xyyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,0,1
9

2
2

 xy
x

 и имеющей поверхностную плотность 6xy . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

zdxdydzyx ,22
 52,20,31:  zyxV ; 

б) 
V

xdxdydz,   0,,8: 222222  xzyxzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 0y , 

0z , xz  , .2 zyx  

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,3 22 zxy   

.9y  

6. Найти длину дуги кривой  ,32  xey , 2ln0  x . 

7. Вычислить работу силы   jyixF


22 2)1(   при 

перемещении вдоль линии 
23xy  от точки  0,0A  до точки  3,1B . 

8. Вычислить  
S

xdxdydxdzydydzx ,22
 где S  – часть 

поверхности конуса 222 yxz   (нормальный вектор образует тупой угол 
с ортом k ), лежащая между плоскостями 0z  и 3z . 

9. Найти поток векторного поля kyzizx )()( a  через 

замкнутую поверхность 








0,

,9
:

22

zxz

yx
S  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 5 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) xyyyx ln,1,0,0  ; 

б) 
3

,08,06 2222 x
yxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

3
,0,4

94
1

22

xyx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

yx / . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)( 222
 20,21,30:  zyxV ; 

б) 
V

ydxdydz,  0,,32: 222222  yzxyzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,2yz  ,0x  ,0z  2 yx . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела,  

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,3 22 yxz   

,422  yx  .0z  

6. Вычислить   ,222 dlzyx
L

   где L  – дуга кривой ,cos3 tx   

,sin3 ty  tz 4 , 20  t . 

7. Вычислить  
OAL

dyxydx ,32 2
 где OAL  – дуга параболы 22 xy   

от точки )2,0(O до точки ).3,1(A  

8. Вычислить  
S

xdxdyydxdzxdydz ,33  где S  – часть поверхности 

параболоида 229 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 0z .  

9. Найти поток векторного поля  )(cos)12(a yzix  

kzej x )2(   через замкнутую поверхность S , ограниченную 
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плоскостями ,632  zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней 

нормали. 

Вариант 6 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,2,3  xyxxy ; 

б) 3,08,06 2222 xyyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,0,
3

2
,1

94

22

 yyx
yx

 и имеющей поверхностную плотность 

yx39 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)(  21,01,10:  zyxV ; 

б) 
V

ydxdydz,  0,0,3,164: 222  zyxyzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,4 yxz  ,xy   0y , 0z . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,8 22 zyx   

.
2

1x  

6. Вычислить   ,32 
ABL

dlyx  где ABL  – отрезок прямой, 

соединяющей точки )0;1(A  и )1;0(B . 

7. Вычислить работу силы jyiyF


 )23(  при перемещении 

вдоль линии 
32xy  от точки  0,0A  до точки  2,1B . 

8. Вычислить  
S

dxdyydxdzyyzdydz ,22
 где S  – часть 

поверхности конуса 222 zxy   (нормальный вектор образует тупой угол 
с ортом j ), отсекаемая плоскостями 0y  и 1y . 

9. Найти поток векторного поля  jyxzixyz )2()2(a  

kzy )2( 2   через замкнутую поверхность S , ограниченную плоскостями 

1 zyx , 0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 



29 

 

 

Вариант 7 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 28,,0 xyyxy  ; 

б) 
3

,018,010 2222 x
yxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,2/,0,25
4

1 2
2

xyxy
x

  и имеющей поверхностную 

плотность 2/ yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)2( 2
 01,20,51:  zyxV ; 

б) 
V

ydxdydz,  0,,8: 2222  yyxzyxzV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,2 yxz  122  yx , 0z . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,4 22 zxy   

,1622  zx  .0y  

6. Вычислить   
L

dlyx , где L  – окружность xyx 422  . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго 

рода   
АВL

xydydxyx ,22
 где AВL  – отрезок прямой между точками 

)2,1(A  и ).1,2( B  

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,22  где S  – часть 

поверхности параболоида 221 yxz   (нормальный вектор образует 
острый угол с ортом k ), отсекаемая плоскостью .0z  

9. Найти поток векторного поля kyjyzizx 23 3)2(sin)( a  

через замкнутую поверхность 3,0,2: 22  zzyyxS  в направлении 

внешней нормали. 
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Вариант 8 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) xyyxy lg,0122,0  ; 

б) 3,020,012 2222 xyyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,0,0,1
16

1 2
2

 yxy
x

 и имеющей поверхностную плотность 

.7xy  

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

dxdydzxy ,2 2  21,02,30:  zyxV ; 

б) 
V zyx

dxdydzy
,

222

2

 xyzxzyxV 3,0,0,364: 222  . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0x ,0z ,xz  ,4x .25 2xy   

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями 

,9 22 yxz  .36z  

6. Вычислить ,
2

 
ABL

yx

dl
 где ABL  – отрезок прямой AB , 

заключенный между точками )2;0(A  и )0;4(B . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго 

рода: 




ABL yx

dxydyx

3 53 5

22

 где ABL  – дуга астроиды tx 3cos2 , ty 3sin2  от 

точки )0,2(A до точки ).2,0(B  

8. Вычислить  
S

yzdxdyxydxdzxzdydz ,  где S  – верхняя сторона 

плоскости 1 zyx , отсекаемая плоскостями 0y , 0z  и 0x . 

9. Найти поток векторного поля 

kyzjyxzizx )3()()ln( a  через замкнутую поверхность 

  3,9: 222  zyxzS  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 9 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 8,0,3,3  yyxxy ; 

б) xyxyxxyx  ,014,08 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
3

2
,0,3

49
1

22

xyy
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

./2 yx  

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

dxdydzxyz ,5 2  21,32,01:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

zy
,

)( 322

2

 3,0),(3,3: 22  zyyxzxyV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0z  

,4 xz  ,2 yx   xy 2 . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,2 22 zyx   

,422  zy  .0x  

6. Вычислить ,
OAL

ydl  где OAL  – дуга параболы xy 42   между 

точками )0;0(O  и )4;4(A . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго 

рода:  
АВL

zdzxdyyzdxxy ,222
 где AВL  – отрезок прямой между точками 

)1,1,1(A  и ).4,3,2(B  

8. Вычислить  
S

zdxdydxdzxydydzxyx ,2)()( 2
 где S  – 

внешняя сторона полусферы 
221 yxz  . 

9. Найти поток векторного поля  ixy )52(a   

kzejxz xy )2()2(cos 2   через замкнутую поверхность ,S  

ограниченную плоскостями ,422  zyx  0x , 0y  и 0z  в 

направлении внешней нормали. 
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Вариант 10 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 22 2, yxxy  , .0х ; 

б) 0,,010,02 2222  xxyyyxyyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

3
,0,1

9

2
2 xyy

y
x   и имеющей поверхностную плотность 

349 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)2( 22 21,30,10:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
zyx

x
,

222

2

0,16: 222  zzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0y  

,0z ,02  yx  9 yx , .2xz   

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,5 22 zyx   

20x . 

6. Вычислить ,
222


ABL zyx

dl
 где ABL  – отрезок прямой, 

соединяющей точки )1;1;1(A  и )2;2;2(B . 

7. Вычислить работу силы jyixyxF


42 )2(   при перемещении 

вдоль линии 
24yx   от точки  0,0A  до точки  1,4B . 

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,  где S  – часть поверхности 

параболоида 224 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 0z . 

9. Найти поток векторного поля  jyzxiyx )4()2(a  

kzxy )( 2   через замкнутую поверхность S :  222 zyx  

8424  zyx  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 11 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 23 ,1, xyxxy  ; 

б) 0,,020,016 2222  yxyxyxxyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,4,0,9
16

1
2

2 xyуy
x   и имеющей поверхностную плотность 

./ 3ху  

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzyzx ,)2(  20,10,02:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

xz
,

22
,  18,3/1,0),(2: 22  zxyyyxzV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0y ,0z ,4x ,2xy  .2xz   

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,3 22 zxy   

,1622  zx  .0y  

6. Вычислить   ,dlyx
L

   где L – первый виток лемнискаты 

7cos2φρ2  . 

7. Вычислить работу силы jxixyF


 22  при перемещении вдоль 
линии 23  xy

 
от точки  2,0A  до точки  5,1B . 

8. Вычислить  
S

yzdxdyxydxdzxzdydz ,  где S  – верхняя сторона 

плоскости 4 zyx , отсекаемая плоскостями 0y , 0z  и 0x . 

9. Найти поток векторного поля jyziyx )3()( a  через 

замкнутую поверхность 

 
 








22

22

2

24
:

yxz

yxz
S  в направлении внешней 

нормали. 
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Вариант 12 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 8,
1

,3  y
x

yxy ; 

б) xyyyxyyx  ,016,06 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,2,0,25
164

1
22

xyx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

yx / . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)( 23
 10,01,20:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

xy
,

)( 322

 4,,0,: 22  zxyyyxzV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0x ,0z ,2xy  ,3y xz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,22 zxy   

4y . 

6. Вычислить ,
22

2

 L yx

dlz
 где L  – первый виток винтовой линии 

,cos2 tx   ,sin2 ty   tz 2 . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода  
OAL

xdydx
x

y
,  

где OAL  – дуга линии xy ln  от точки )0,1(O до точки ).1,(eA  

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzdydzzx ,2)(  где S  – верхняя 

сторона плоскости 2 zyx , отсекаемая плоскостями 0y , 0z  и 

0x . 

9. Найти поток векторного поля  jyxizy )4()(a 223  

kzyx )(  через замкнутую поверхность S : 82222  xzyx  в нап-

равлении внешней нормали. 
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Вариант 13 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 22,2 22  xxyxy ; 

б) 
3

,,020,010 2222 x
yxyxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,0,0,1
94

22

 yx
yx

 и имеющей поверхностную плотность 

yx5 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzxy ,)3(  21,10,11:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

z
,

22
 0,4,4: 22  zzyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0y ,0z ,3x ,2xy  2yz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,0x  ,0y  

,0z  3 zyx . 

6. ,
ABL

xdl  где ABL  – дуга параболы 
2xy   от точки )4;2(A  до 

точки )1;1(B . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго 
рода:  

АВL

dzzdyyxydx ,2 22
 где AВL  – дуга одного витка винтовой линии 

tx cos , ty sin , tz 2 , )0,0,1(A , ).4,0,1( B  

8. Вычислить  
S

dxdyzdydzx ,22
 где S  – часть поверхности 

22 yxz   (нормальный вектор образует тупой угол с ортом k ), 

отсечённая плоскостью 1z . 

9. Найти поток векторного поля jyxixz )(sin)2(sina   + 

kyz )sin4(   через замкнутую поверхность 
 







6,3

,9
:

222

zz

yxz
S  в 

направлении внешней нормали 
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Вариант 14 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,3,4  yyxxy ; 

б) 0,3,014,04 2222  xxyyyxyyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,2,0,1
4

2
2 xyx

y
x   и имеющей поверхностную плотность 

.2 35 yx  

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzxy ,)( 2
 31,10,20:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

y
,

22
 0,0,2,2: 22  zyzxyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 0z , 

,22 xy  xz 3 . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,22 yxz   

,422  yx  0z . 

6. , 
ABL

yx

dl
 где ABL  – отрезок прямой AB , заключенный между 

точками )0;4(A  и )1;6(B  

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 
L

xdy , где L  – 

контур треугольника, образованного прямыми xy  , 2x , 0y  при 

положительном направлении обхода контура. 

8. Вычислить  
S

zdxdydxdzxydydzyx ,3)()(  где S  – внешняя 

сторона полусферы 
224 yxz  . 

9. Найти поток векторного поля kzejyziy y )4()cos3(5 a  

через замкнутую поверхность ,S  ограниченную плоскостями 

,422  zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 15 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 22 2,0, yхyxy  ; 

б) 3,04,02 2222 xyxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
10

,0,1
100

2
2 х

yуy
x

  и имеющей поверхностную плотность 

9xy . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzyzx ,)( 3  10,10,21:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

x
,

22

0,0,16,16: 22  zxzyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0z  

0y , 
29 xy  , yz 2 . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями  ,6 22 zyx   

,322  zy  0x . 

6. Вычислить   ,34 33 
ABL

dlyx  где ABL  – дуга астроиды 

,cos3 tx   ty 3sin  между точками )0;1(A  и )1;0(B . 

7. Вычислить работу силы jxixyF


22    при перемещении  вдоль 

дуги параболы 
4

2x
y   от точки  0,0A  до точки  1,2B . 

8. Вычислить  
S

zdxdyхdxdzdydzx ,)2(  где S  – часть 

поверхности конуса 222 zxy   (нормальный вектор образует острый 

угол с ортом j ), отсекаемая плоскостями 0y  и 1y . 

9. Найти поток векторного поля  jyxiyx )2ln3()5(a 2
  

kzx )2(  через замкнутую поверхность ,S  ограниченную плоскостями 

,623  zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 16 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) ;2, 22  xyxy  

б) xyxyyyxyyx  ,,020,010 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,2,0,1
4

1
2

2 xyуy
x   и имеющей поверхностную плотность 

2y . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)( 23
 10,01,20:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzyx ,22
,  0,2,2: 22  zzxxyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0x  

,0y  0z ,2 yx
22 yxz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями  ,7 22 zyx   

28x . 

6. Найти длину дуги кривой   ,12
3  xy  71  x . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

 
L

xydydxyx 2)2( , где L  – окружность tx cos2 , ty sin2  при 

положительном направлении обхода. 
8. Вычислить  

S

xzdxdyyzdxdzxydydz ,  где S  – внешняя сторона 

сферы 1222  zyx , лежащая в первом октанте. 
9. Найти поток векторного поля  jyxiex z )5(ln)(a 3

 

kyz )(  через замкнутую поверхность   6,0,4: 222  zzyxzS  

в направлении внешней нормали. 
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Вариант 17 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,8,
1

,3  xy
x

yxy ; 

б) 0,3,010,08 2222  yxyxyxxyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
3

5
,0,1

259

22 x
yy

yx
  и имеющей поверхностную плотность 

2y . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)2( 32
 10,12,10:  zyxV ; 

б) 
V

xydxdydz,  0,0,,82: 222222  zyyxzzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0z ,922  yx  .5 yxz   

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,222 zyx   

3z . 

6. Вычислить ,
2

4 









ABL

dl
y

x  где ABL  – отрезок прямой AB , 

заключенный между точками )0;2(A  и )6;4(B . 

7. Вычислить  


OAL

dy
ay

dx
y

x
,

1
 где OAL  – дуга циклоиды 

 ttx sin2  ,  ,cos12 ty   36   t . 

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,3  где S  – верхняя часть 

поверхности 0632  zyx , расположенная в первом октанте. 
9. Найти поток векторного поля  jyziey z )2(ln)(a   

kyz )3(   через замкнутую поверхность  ,25: 222 yxzS    

5,1  zz в направлении внешней нормали. 
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Вариант 18 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 9,
3

,3  x
x

yxy ; 

б) 0,,012,02 2222  xxyxyxxyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
3

2
,0,4

49

22 x
yy

yx
  имеющей поверхностную плотность 

3x

y
 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

dxdydzyzx ,22  01,21,20:  zyxV ; 

б) 
V yx

ydxdydz
,

22
6,0,0,4,2: 2222  zzxyyxyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0z  

,xz  24 yx  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями 

 ,7 22 zyx  28x . 

6. Вычислить ,
L

xydl  где L первая четверть эллипса .1
4

2
2

 y
x

 

7. Вычислить   
АВOL

dy
x

dxxxy ,
2

2

 где 0AВL  – ломаная ABO : 

 0;0O ,  2;1A ,  3;5,0B  при положительном направлении обхода контура. 

8. Вычислить  
S

dxdzxydydzyx ,)()(  где S  – часть 

поверхности конуса 0222  zyx , отсекаемая плоскостями  0z  и 

1z , нормаль к которой образует тупой угол с осью Oz . 

9. Найти поток векторного поля  jyixy x )5()(a 2
  

)2ln( zyx  через замкнутую поверхность ,S  ограниченную 

плоскостями ,44  zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней 

нормали. 
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Вариант 19 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 12,132  xyxxy ; 

б) xyxyxxyx  ,014,012 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

,9
4

1 2
2 x

yy
x

  и имеющей поверхностную плотность 24y . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)(  51,31,40:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzzyx ,222 xyzyzyxV  ,0,0,36: 222
 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0y  

,0z  ,2 yx .2xz   

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями  ,5 22 yxz   

,222  yx  0z . 

6. Вычислить ,22 dlyx
L

   где L  – окружность yyx 222  . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 
OAL

xdy,  где OAL  – 

дуга синусоиды xy sin  от точки )0,(O до точки ).0,0(A  

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,4  где S  – часть поверхности 

параболоида 222 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 0z . 

9. Найти поток векторного поля jyziyx )3()( a  через 

замкнутую поверхность 
 







2,1

,4
:

222

zz

yxz
S  в направлении внешней 

нормали. 
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Вариант 20 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,8, 2  yxyxy ; 

б) xyxyyxyyx  ,0,020,014 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

,0,4
416

1
22 x

yx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

yx / . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)32( 2
 21,10,21:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydz
yx

x
,

22
, xyzzyxyxV  ,4,0,0,2: 22

. 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0y  

,0z  ,4y  ,xz   
225 yx  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями  ,8 22 yxz   

32z . 

6. Вычислить , 
ABL

zx

dl
 где ABL  – отрезок прямой, соединяющей 

точки )2;0;0( A  и )0;0;4(B . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода  
OAL

dyxdxy ,22
 

где OAL  – верхняя половина эллипса tax cos , tby sin , «пробегаемая» 

по ходу часовой стрелки. 

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,2  где S  – верхняя часть 

поверхности 0824  zyx , расположенная в первом октанте. 
9. Найти поток векторного поля  jyeizx z )4()2(a 2

  

kz )2(  через замкнутую поверхность S : 222222  yxzyx  в 

направлении внешней нормали. 
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Вариант 21 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,2,3  yxyxy ; 

б) xyxyxxyx  ,016,010 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

,0,4
4

1 2
2 x

yxy
x

  и имеющей поверхностную плотность 

332 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)23( 2
 31,10,10:  zyxV ; 

б) 
V zyx

zdxdydz
,

222
 

х
yzyzyxV

3

1
,0,0,9: 222  . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0x ,0y ,0z  ,2yz  93  yx . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,9 22 zxy   

,422  zx  .0y  

6. Вычислить ,
ABL

xdl  где ABL  – дуга параболы 
24xy   от точки 

)0;0(A  до точки )4;1(B . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода  
OAL

xydyxdx ,  

где OAL  – дуга верхней половины окружности xyx 222  , при 

положительном направлении обхода контура. 

8. Вычислить  
S

dxdyzdxdzyxydydzxyx ,)3()()( 22
 где S  – 

часть поверхности конуса 22 yxz  , отсечённая плоскостью 1z . 

9. Найти поток векторного поля  jxzixz )2sin3()2(a 2
 

kzy )4( 3   через замкнутую поверхность ,S  ограниченную плос- 
костями ,55  zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней 

нормали. 
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Вариант 22 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,12,42  xxyxxy ; 

б) xyyyxyyx  ,014,02 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
3

2
,0,4

49

22 х
yx

yx
  и имеющей поверхностную плотность 

22 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzxy ,)( 3
 30,21,10:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzyx ,22 2,0,0,4: 22  zxzyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0x  

,0z  2 zyx , 
2xy  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,6 22 zxy   

.8y  

6. Вычислить   ,arcsin 2 
L

dlxy  где L  – первая четверть 

окружности 122  yx . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

  
АВL

xx dyexdxxye ,1  где AВL  – любая линия, соединяющая точки 

 2,0A ,  2,1B . 

8. Вычислить  
S

dxdyzydxdzxdydz ,)13(22  где S  – верхняя 

часть поверхности 022  zyx , отсекаемая плоскостями 0х , 

0y  и 0z . 

9. Найти поток векторного поля  jyeizy z )2()2(a 2
  

kyz )cos2(   через замкнутую поверхность S :  222 zyx   

442  zx в направлении внешней нормали. 
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Вариант 23 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 1,0,4,1,3  xxyxxy ; 

б) 3,014,012 2222 xyxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,3,0,1
364

22

хyx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

7381 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

yzdxdydzx ,3
 10,31,21:  zyxV ; 

б) 
V

dxdydzx ,2
 xyzyzyxV  ,0,0,161: 222

. 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0х  

,0y  ,0z ,22 yxz   4 yx . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,2 22 zyx    

,422  zy  .0x  

6. Вычислить ,2
L

dly  где L  – первая арка циклоиды 

),sin(2 ttx  )cos1(2 ty  . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода   
L

dxyx2
, где 

L – контур прямоугольника, образованного прямыми 0x , 0y , 1x , 

2y  при положительном направлении обхода контура. 

8. Вычислить  
S

dxdydxdzyxdydzxy ,22
 где S  – часть 

поверхности конуса 222 yxz   (нормальный вектор образует острый 

угол с ортом j ), отсекаемая плоскостями 0z  и 5z . 

9. Найти поток векторного поля  jyziyx )2()cos2(a   

kzx )3(  через замкнутую поверхность 3,0,2: 22  zzxyxS  в 

направлении внешней нормали. 
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Вариант 24 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,6, 22  xyxxy ; 

б) 
3

,020,014 2222 x
yyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,5,0,2
25

1
2

2 xyx
y

x   и имеющей поверхностную плотность 

2x . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

zdxdydzxy ,2
 30,20,12:  zyxV ; 

б) 
V yx

dxdydz

22
,  0,4,4: 22  zzyyyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0z  

,2y  ,xy  2xz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями  ,8 22 zyx   

2x . 

6. Вычислить ,
422


OAL yx

dl
 где OAL  – отрезок прямой, 

соединяющей точки )0;0(O  и )2;1(A . 

7. Вычислить работу силы   jxxiyxyF


 2)2(  при 

перемещении вдоль линии  0922  yyx  от точки  0,3A  до точки 

 0,3B .  

8. Вычислить  
S

dxdyyzdxdzzyxdydz ,)()(  где S  – внешняя 

сторона полусферы 
229 yxz  . 

9. Найти поток векторного поля kzjziex xy )22()3( 2 a  

через замкнутую поверхность 










22

228
:

yxz

yxz
S  в направлении внешней 

нормали. 
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Вариант 25 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,cos,sin  xxyxy ; 

б) xyxyxxyx  ,016,010 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

0,2
1625

1
22

 y
yx

 и имеющей поверхностную плотность yx47 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

dxdydzxyz ,2
 40,01,20:  zyxV ; 

б) 
V zyx

ydxdydz
,

222
 0,0,3,164: 222  zyxyzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 

,0x ,0y  ,0z  ,2 yx  zyx  22
. 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,422 yzx   

.9y  

6. Вычислить ,
222 L zyx

dl
 где L  – первый виток винтовой 

линии ,cos3 tx   ,sin3 ty   tz  . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 
    

L

dyyxdxyx 2222
, где L  – контур треугольника с вершинами 

 0,0A ,  0,1B ,  1,0C  при положительном направлении обхода контура. 

8. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz ,  где S  – часть поверхности 

параболоида 22 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 1z . 

9. Найти поток векторного поля 
kzjyxixy x )45()2sin3()( 2 a  через замкнутую поверхность 

,S  ограниченную плоскостями ,044  zyx  0x , 0y  и 0z  в 
направлении внешней нормали. 
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Вариант 26 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,2,242  xxyxxy ; 

б) 
3

,0,016,08 2222 x
yxyyxyyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
5

,0,1
25

2
2 x

yyy
x

  и имеющей поверхностную плотность 

3/9 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzyzx ,)(  20,41,10:  zyxV ; 

б)   
V

dxdydzyxz ,22  3,0,0,2: 22  zzyxyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0y  

,0z  ,22  yx
24 yz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,22 zxy   

,1022  zx  .0y  

6. Найти длину дуги кривой 1)2ln(cos
2

1
 xy , 

6
0 


 x . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 
  

АВL

xydydxyx ,22
 где AВL  – отрезок прямой между точками )2,2(A  и 

).4,2(B  

8. Вычислить  
S

zdxdyxdydz ,5  где S  – внешняя сторона сферы 

1222  zyx , отсекаемая плоскостью  0z  )0( z . 

9. Найти поток векторного поля kxjyxiex z 23)(cos)3( a  

через замкнутую поверхность 4,0,: 222  zzyxzS  в направлении 

внешней нормали. 
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Вариант 27 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,,2 3  yxyxy ; 

б) 3,0,018,010 2222 xyyxyxxyx  . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
5

3
,0,4

925
1

22

xyy
yx

  имеющей поверхностную плотность 

yx /2 . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) ,)2( 2 

V

dxdydzzyx  40,31,30:  zyxV ; 

б) 
V zyx

ydxdydz
,

222
 xyzyxzyxV  ,0,0,0,41: 222

 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0x  

,0y  ,0z ,22  yx  
2yz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область, ограниченную поверхностями ,322 xzy   .9x  

6. Вычислить ,
22 L yx

ydl
 где L  – дуга кардиоиды φ)cos1(2  , 

2
φ0 


 . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго 
рода  

ABL

xdyyydxx ,2cossin4 22
 где ABL - отрезок прямой, соединяющий 

точки )0,0(A до точки ).6,3(B  

8. Вычислить  
S

dxdyzxzydxdzdydzxzx ,)()( 22
 где S  – 

внешняя сторона полусферы 
229 yxz  . 

 

9. Найти поток векторного поля  jyxiez y )ln2()(a   

kzyx )2( 2   через замкнутую поверхность 8,0,6: 22  zzyyxS  

в направлении внешней нормали. 
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Вариант 28 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,012,2  xyxyx ; 

б) 0,018,014 2222  xyyxyyx . 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

5
,36

254

22

xy
yx

  и имеющей поверхностную плотность 4x . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а) 

V

xdxdydz,  40,01,31:  zyxV ; 

б)  
V

dxdydzzyx )( 222
, 0,0,0,4: 222  zyxzyxV  

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 0z , 

,2 2ух  ,12  yx  
21 yz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 
занимающего область V, ограниченную поверхностями ,22 zyx    

,922  zy  .0x  

6. Вычислить   ,2 
ABL

dlxxy  где ABL  – отрезок прямой AB , 

заключенный между точками )0;3(A  и )6;4(B . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

 
OAL

ydydxyx ,2)( 3
 где OAL - дуга параболы 22  yx  от точки )0,2(O до 

точки ).1,3(A  

8. Вычислить  
S

dxdyyydxdzxdydz ,22 2
 где S  – часть 

поверхности параболоида 22 yxz   (нормальный вектор образует 
острый угол с ортом k ), отсекаемая плоскостью 4z . 

 

9. Найти поток векторного поля  jyizy x )53()(a 2
  

kzy )(cos   через замкнутую поверхность ,S  ограниченную плоскос- 

тями ,3 zyx  0x , 0y  и 0z  в направлении внешней нормали. 
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Вариант 29 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 1,
8

,  x
x

yxy ; 

б) xyxyxxyx  ,018,010 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

3
,0,4

94

22

xyy
yx

  имеющей поверхностную плотность .
9

2y

x
  

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)2( 2
 10,32,21:  zyxV ; 

б) 
V zyx

xdxdydz
,

222
 0,0,,91: 222  zyxyzyxV . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0x  

,0y  ,0z  ,3 xy   
29 xz  . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,2 22 yxz   

,922  yx  .0z  

6. Вычислить   , 
ABL

dlyx  где ABL  – дуга астроиды ,cos3 3 tx   

ty 3sin3  между точками )0;3(A  и )3;0(B . 

7. Вычислить   
ABL

ydyxdxxy ,1 2
 где ABL - дуга параболы 

xy 442   от точки )0,1(A до точки ).2,0(B  

8. Вычислить  
S

zxdxdyydxdzxdydz ,4  где S  – часть поверх- 

ности параболоида 22 yxz   (нормальный вектор образует тупой угол  

с ортом k ), вырезаемая цилиндрам 122  yx . 

 

9. Найти поток векторного поля  jxziex y )(ln)2(a   

kzxy )2(   через замкнутую поверхность 4,0,6: 22  zzyxS   

в направлении внешней нормали. 
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Вариант 30 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

а) 0,32, 2  yxyxy ; 

б) xyyyxyyx  ,014,02 2222
. 

2. Вычислить массу материальной пластинки, ограниченной линиями 

,
2

3
,0,36

94
1

22

xyx
yx

  и имеющей поверхностную плотность 

3/9 yx . 

3. Вычислить тройной интеграл: 
а)  

V

dxdydzzyx ,)(  12,10,30:  zyxV ; 

б) 
V

xdxdydz ,  
2222 ,0,18: yxzxyxzV  . 

4. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями ,0x  

,0z  ,4 yx yz 4 . 

5. Вычислить координаты центра масс однородного тела, 

занимающего область V, ограниченную поверхностями ,22 yxz   

4z . 

6. Вычислить ,dlye
L

x  где L  – окружность 422  yx . 

7. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

 
АВL

xdyxdxy ,2cos2sin2  где AВL  –любая линия от точки 







2,
4


A  до 

точки 







1,
6


B . 

8. Вычислить  
S

zdxdydxdzdydzx ,2
 где S  – часть поверхности 

параболоида 221 yxz   (нормальный вектор образует острый угол с 
ортом k ), отсекаемая плоскостью 0z . 

9. Найти поток векторного поля  jyeiyx z )()2(a   

kyx )cos( 2   через замкнутую поверхность S :  xzyx 6222
  

222  zy  в направлении внешней нормали. 
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