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1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1. Непосредственное интегрирование 

Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на ин-

тервале (a; b), если: 

а) F(x) дифференцируема на (a; b); 

б)      baxxfxF ; ,  . 

Если F(x) является первообразной для функции f(x) на (a; b), то 

и любая функция     CxFxF 1  также является первообразной для 

f(x) на (a; b). 

Неопределенным интегралом от функции f(x) на (a; b) называет-
ся множество всех первообразных функции f(x) на этом интервале. 
Неопределенный интеграл обозначается символом   dxxf . Неопре-
деленный интеграл записывают в виде формулы 

     ,CxFdxxf   (1.1) 

где  xF  – любая из первообразных для функции  f(x) на (a; b), С – 

произвольная постоянная. 

Свойства неопределенного интеграла: 

1)      ;xfdxxf 


  

2)      ;Cxfdxxf   

3)       ;dxxfkdxxkf  

4)           .  dxxgdxxfdxxgxf  

Таблица основных неопределенных интегралов: 

I.  .1   
1

1







 C
x

dxx  

II. .ln Cax
ax

dx


  

III. .
ln

C
a

a
dxa

x
x   

IV. .Cedxe xx   

V. .sincos Cxxdx   

VI. .cossin Cxxdx   
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VII. .arcctg
1

arctg
1

22
C

a

x

a
C

a

x

axa

dx


  

VIII. .ln
2

1
ln

2

1
22 











C
xa

xa

a
C

xa

xa

axa

dx
 

IX. .arccosarcsin
22

C
a

x
C

a

x

xa

dx



  

X.  .0   ln 2

22



 aCaxx

ax

dx
 

XI. .tg
cos2

Cx
x

dx
  

XII. .ctg
sin2

Cx
x

dx
  

Метод непосредственного интегрирования состоит в сведении 

заданного интеграла к сумме или разности табличных интегралов пу-

тем тождественных преобразований подынтегральной функции. 

Пример 1.1. Найти 
 

.
3

2




dx
x

x
 

Решение. Преобразуем подынтегральное выражение: 

 
 

.69
69693 232121

222

xxx
x

x

x

x

xx

xx

x

x





 
 

Таким образом, получаем: 

 
    
  dxxxxdx

x

x 232121
2

69
3

 

      C
xxx

dxxdxxdxx
2523

6
21

969
252321

232121  

 .
5

2
418 53 Cxxx   

Ответ: .
5

2
418 53 Cxxx   
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1.2. Метод занесения под знак дифференциала 

Метод занесения под знак дифференциала основан на определе-
нии дифференциала функции одной переменной: 

    xdfdxxf   (1.2) 

и свойстве инвариантности дифференциала первого порядка: если 

   zgxxfy    a  , , то  

        .dzzgzgfdxxfdy   (1.3) 

В силу этого свойства таблица интегралов оказывается справед-

ливой, независимо от того, является ли переменная интегрирования 

независимой переменной или дифференцируемой функцией. 

Пример 1.2. Найти   .8sin 43  dxxx  

Решение. Применим метод занесения под знак дифференциала, 
воспользовавшись формулой (1.3): 

         .8cos
4

1
88sin

4

1
8sin 44434 Cxxdxdxxx    

Ответ:   .8cos
4

1 4 Cx   

1.3. Метод замены переменной в неопределенном интеграле 

Метод замены переменной заключается в том, что в интегра-
ле   dxxf , нахождение которого затруднительно, вводят новую пе-
ременную t. При этом необходимо, чтобы полученный интеграл 

  dttf1  стал табличным или, по крайней мере, был бы ясен способ 

его нахождения. После вычисления   dttf1  следует вернуться к ис-
ходной переменной. 

Пример 1.3. Найти 
 

.
4

4 x

xdx
 

Решение. Подстановкой 4 xt  знаменатель упрощается, и ин-

теграл приводится к табличным интегралам: 

 
 







 
















  dt

tt

t
dt

t

t

dtdx

tx

x

xdx
4444

444

4
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    








 4
3

4
2

4
32

43 xtC
tt

dttt  

 
   

.
43

4

42

1
32

C
xx







  

Ответ: 
   

.
43

4

42

1
32

C
xx







  

Тригонометрические и гиперболические подстановки 

Часто для вычисления интегралов, содержащих радикалы вида 
2222   , axxa  , применяются тригонометрические и гиперболи-

ческие подстановки. 

1. Если интеграл содержит 22 xa  , то используем следующую 
замену: 

 .sin tax   (1.4) 

Пример 1.4. Найти .
22

2


 xa

dxx
 

Решение. После применения тригонометрической подстановки 
tax sin  получим: 

 


















taa

tdttaa

tdtadx

tax

xa

dxx

222

22

22

2

sin

cossin

cos

sin
 

 .sin
cos

cossin

sin1

cossin 22
2

2

2

2
3  


 tdta

t

tdtt
a

ta

tdtt
a  

Для вычисления полученного интеграла воспользуемся формулой 

 .
2

2cos1
sin2 t

t


   

Тогда 

  


  tdtdt
a

dt
t

atdta 2cos
22

2cos1
sin

2
222  

 .2sin
2

1

2

2

Ctt
a







   
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Для того чтобы вернуться к исходной переменной, необходимо 
провести следующие преобразования: 

 .sin1sincossin2
2

1
2sin

2

1 2 ttttt   

Учитывая, что tax sin ; 22

2

2
2 1

1sin1   ;sin xa
aa

x
t

a

x
t  ; 

a

x
t arcsin , окончательно получаем: 

 





 


 Cxa

a

x

a

xa

xa

dxx 22

2

2

22

2

arcsin
2

 

 .
2

arcsin
2

22
2

Cxa
x

a

xa
  

2. Если интеграл содержит радикал 22 ax  , то полагают 

 .
cos t

a
x   (1.5) 

Следует отметить, что часто полученный  в результате указан-
ной подстановки интеграл, в свою очередь, оказывается довольно 
сложным. В таком случае можно вместо подстановки (1.5) воспользо-
ваться гиперболической подстановкой 

 .ch tax   (1.6) 

При использовании гиперболических подстановок надлежит 
помнить, что 

 1shch 22  tt ,     .chsh  ,shch tttt   

3. Интеграл, содержащий радикал ,22 ax   может быть упро-

щен путем замен tax tg или .sh tax    

1.4. Метод интегрирования по частям 

Метод интегрирования по частям основан на применении формулы 

 ,  vduuvudv  (1.7) 

где    xvxu   и   – непрерывно дифференцируемые на некотором ин-

тервале функции. 
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К интегралам, которые находят методом интегрирования по час-
тям, относятся интегралы следующих видов: 

1.       xdxxPxdxxP nn sin   ,cos , где  xPn  – полином n-й сте-
пени от x. 

В данном случае за  xu  следует выбрать  xPn , а за  xdv  – 

xdxcos  или .sin xdx  
Таким образом, в результате применения формулы (1.7) мы 

пришли к интегралу более простому по отношению к исходному. 
Следует подчеркнуть, что формула интегрирования по частям может 
быть применена несколько раз, до тех пор, пока мы не придем 

к  xP0 , т. е. не придем к интегралу .cos  или   sin dxxxdx    

2.    dxexP x
n , где  xPn  – полином степени n от x. 

В данном случае за  xu  обозначают  xPn , за   dxexdv x  . 

Формула интегрирования по частям применяется до тех пор, пока не 
останется .  dxe x

 

3.        xdxxPxdxxPxdxxP nnn sinarc     ;arctg    ;ln . 

В данном случае за  xu  следует выбирать xln ; xarctg ; xarcsin , 

за    dxxPxdv n    . Тогда в результате применения формулы интегри-

рования по частям мы приходим к интегралам, содержащим только 
рациональные функции и радикалы. 

4. Интегралы вида   dxxedxxe bxax cos    ,sin  вычисляются с 
помощью двукратного применения формулы интегрирования по час-
тям и последующего решения полученного уравнения относительно 
исходного интеграла. Следует отметить, что в данном случае безраз-
лично, что изначально принимать за  xu , а что за  xdv . 

Пример 1.5. Найти   .3cos12  xdxx  

Решение  

  
 



















xvxdxdv

dxduxu

xdxx
3sin

3

1
         ,3cos

,2     ,12

3cos12  

     dxxxx 23sin
3

1
3sin

3

1
12  

     xdxxx 3sin
3

2
3sin12

3

1   .3cos
9

2
3sin12

3

1
Cxxx   
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Пример 1.6. Найти .ln2 xdxx  

Решение  

 






















 

x

dxx
x

x

x
vdxxdv

x

dx
duxu

xdxx
3

 ln
3

3
        ,

,    ,ln

ln
33

3
2

2  

 .
9

ln
33

1
ln

3

33
2

3

C
x

x
x

dxxx
x

   

1.5. Интегрирование выражений, 

содержащих квадратный трехчлен 

Интегралы вида   qpxx

dx
2

 и 
 qpxx

dx

2
 после выделения 

полного квадрата в квадратном трехчлене сводятся к одному из таб-

личных интегралов вида VII, VIII, IX или X. 

Пример 1.7. Найти .
742  xx

dx
 

Решение 

    



 7442274 22 xx

dx

xx

dx
 

 
 

 
     


















 C

x

x

x

xd

x

dx

112

112
ln

112

1

112

2

112
222

. 

Ответ: .
112

112
ln

112

1
C

x

x












 

Для вычисления интеграла вида  


dx
qpxx

nmx
2

 необходимо 

выделить производную знаменателя в числителе подынтегральной 

функции: 

  pxqpxx 


 22
,   .

2
2

2
n

mp
px

m
nmx   

Тогда исходный интеграл преобразуется в сумму двух интегралов: 
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 .
2

2

2
2122

II
qpxx

dxmp
ndx

qpxx

pxm









 




  

Интеграл 1I  найдем методом занесения под знак дифференциала 
   qpxxddxpx  22 , интеграл 2I  сводится к табличным инте-
гралам (предварительно выделяя полный квадрат в знаменателе). 

Таким образом,  

 .
2

ln
2 2

2

2  






 




qpxx

dxmp
nqpxx

m
dx

qpxx

nmx
 (1.8) 

Пример 1.8. Найти .
54

23
2 


dx

xx

x
 

Решение. Найдем   42542 


 xxx . Выделим 42 x  в чис-

лителе функции:     442
2

3
2642

2

3
23  xxx . 

Таким образом, 

 21222
4

2

3

54
4

54

42

2

3

54

23
II

xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x












 , 

 
 

1
2

2

2

21 54ln
54

54

54

42
Cxx

xx

xxd
dx

xx

x
I 








   , 

 
   










1214454 2222
x

dx

xx

dx

xx

dx
I {табличный инте-

грал типа VII}   .2arctg 2Cx   

Ответ:   .2arctg454ln 2 Cxxx   

1.6. Интегрирование рациональных функций 

Функция, заданная в виде 

 
 
 

mm
mm

nn
nn

m

n

bxaxbxb

axaxaxa

xQ

xP












1
1

10

1
1

10

...

...
, 







,0

;0

0

0

b

a
 

называется рациональной функцией. 

Если mn  , то дробь правильная, при mn   – дробь неправильная. 
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Метод интегрирования правильной рациональной дроби состоит 
в разложении этой дроби на простейшие. При этом следует пользо-
ваться следующим правилом: 

а) если множитель  ax   входит в разложение  xQm  только в 

первой степени, мы поставим ему в соответствие единственную про-
стую дробь: 

   ;
ax

A
ax


  

б) если в разложение  xQm  входит множитель  kax  , т. е. по-

казатель степени 1k , то ему соответствует сумма из k  простых 
дробей: 

  
   

;
2

21

k

kk

ax

A

ax

A

ax

A
ax








    

в) если в разложение  xQm  входит множитель )( 2 qpxx   

только в первой степени, то в соответствие ему ставится единственная 
простая дробь: 

;)(
2

2

qpxx

NMx
qpxx




  

г) если в разложение  xQm  входит множитель  kqpxx 2 , 

показатель которого 1k , то ему соответствует сумма из k  простых 
дробей: 

  
   

.++
222

22

2

112

k

kkk

qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM
qpxx












   

Итак, общее правило интегрирования рациональных дробей: 
1. Если дробь неправильная, то представить ее в виде суммы 

многочлена и правильной дроби. 
2. Разложить знаменатель правильной рациональной дроби на 

множители. 
3. Представить дробь в виде суммы простейших рациональных 

дробей.  
4. Найти неизвестные коэффициенты способом сравнения соот-

ветствующих коэффициентов или способом частных значений 
(см. пример ниже). 

5. Проинтегрировать многочлен и полученную сумму простей-
ших дробей. 



 12

Пример 1.9. Разложить дробь   121  xx

x
 на простейшие. 

Решение.   
   
   .

121

112

121121 









 xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
 

Найдем коэффициенты A  и B. 
1 способ – метод неопределенных коэффициентов:  

     .112 xxBxA   

Приравняем коэффициенты при 1x  и 0x  в обеих частях полу-
ченного равенства: 

 
.0:

,12:

0

1





BAx

BAx
  .1,1  BA  

2 способ – метод частных значений: 

 
.

2

1

2

1
:

2

1

,1:1





Bx

Ax

.1,1  BA  

Ответ:    .
12

1

1

1

121 





 xxxx

x
 

Пример 1.10. Найти .
4

8
3

45

 


dx
xx

xx
 

Решение. Подынтегральная функция есть неправильная рацио-
нальная дробь (степень числителя больше степени знаменателя), ко-
торую сначала представим в виде суммы многочлена и правильной 
рациональной дроби, разделив числитель и знаменатель по правилу 
«деления углом»: 
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Следовательно, 

 .
4

8164
4

4

8
3

2
2

3

45

xx

xx
xx

xx

xx








 

Для представления правильной дроби 
xx

xx

4

8164
3

2




 в виде сум-

мы простейших дробей преобразуем ее знаменатель следующим об-

разом: 

     .2244 23  xxxxxxx  

Таким образом, полученную правильную дробь можно предста-
вить в виде суммы простейших дробей: 

    









2222

8164 2

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

 
      

   .
22

2222





xxx

xCxxBxxxA
 

Отсюда получаем: 

        81642222 2  xxxCxxBxxxA . 

Найдем коэффициенты A , B , C  методом частных значений. 

Подставляя поочередно значения 2x , 2x , 0x , получаем: 

 

.84:0

,88:2

,568:2






Ax

Cx

Bx

1,7,2  CBA . 

Итак,  

  




















dx

xxx
xxdx

xx

xx

2

1

2

72
4

4

8 2

3

45

 

       






22

7242

x

dx

x

dx

x

dx
dxxdxdxx  

 Cxxxx
xx

 2ln2ln7ln24
23

23

. 
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Ответ: .2ln2ln7ln24
23

23

Cxxxx
xx

  

1.7. Интегрирование иррациональных выражений 

I. Интегралы вида  
  dxxxxxR

s s
n mn mn m

,,,, 2 21 1   сводятся к интегралам от рациональ-

ной функции с помощью подстановки ktx  , где k – наименьшее об-

щее кратное чисел snnn ,,, 21  . 

II. Интегралы вида  

 
















dx
dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xR lnnn  ,, , , 21   рационализируются подста-

новкой: kt
dcx

bax





, где k – наименьшее общее кратное чисел 

snnn ,,, 21  . 

Пример 1.11. Найти .
1

4

 
dx

x

x
 

Решение. Наименьшее общее кратное чисел 4 и 2 равно числу 4, 

поэтому делаем подстановку 4tx  , ,4 3dttdx   

откуда 

   






 2

4
3

4

4 44

1
44

11 t

dtt
dtt

t

t
dx

x

x
 

 .arctg
3

4
1

1
14

3

2

2 Ctt
t

dt
t

t 

















   

Возвращаясь к переменной x , получим: 

   .arctg
3

1
4

1

444 3
4

Cxxxdx
x

x







 

  

Ответ:   .arctg
3

1
4 444 3 Cxxx 






   
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1.8. Интегрирование выражений, содержащих 

тригонометрические  функции 

I. Интегралы вида  

  xdxx nm cossin  (1.9) 

находят, применяя различные тригонометрические формулы в зави-

симости от значений m и n. 

1. Хотя бы одно из чисел m и n положительно и нечетно. Пусть 

12  ln , тогда интеграл (1.9) можно преобразовать следующим об-

разом: 

   xdxxxxdxx lmnm coscossincossin 2  

       .1sincossin 22 dtttxdxx
lmlm    

Аналогично поступают в случае 12  lm . 

2. Оба числа m и n – четные и положительные (или нуль). В этом 

случае степени в подынтегральной функции понижают с помощью 

формул: 

 .2sin
2

1
cossin;

2

2cos1
cos;

2

2cos1
sin 22 xxx

x
x

x
x 





  

3. Если  Nkknm      2 . В этом случае подынтегральная 

функция записывается в виде дроби, в знаменателе которой выделяет-

ся множитель x2cos  (или x2sin ). Выражение 







x

dx

x

dx
22 sin

  
cos

 заменя-

ем на     xdxd ctg  tg   и делаем замену .tg tx   

Пример 1.12. Найти .
cos

sin

3 2

3

 dx
x

x
 

Решение. По условию одна из степеней нечетная, поэтому мож-

но записать 

   )(cos
cos

sin

cos

sinsin

cos

sin

3 2

2

3 2

2

3 2

3

xd
x

x
dx

x

xx
dx

x

x
 

 























  dt

t

t

t
dt

t

t

txx

tx

3 2

2

3 23 2

2

222

11

1cos1sin

cos
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 CxxC
tt

dttdtt    3 73
3731

3432 cos
7

3
cos3

3731
. 

Ответ: .cos
7

3
cos3

3 73 Cxx   

Пример 1.13. Найти .5cos2 xdx  

Решение. Для вычисления интеграла применим формулу пони-

жения степени: 

     xdxdxdxxxdx 10cos
2

1

2

1
10cos1

2

1
5cos2

 

 .10sin
20

1

2
Cx

x
  

Ответ: .10sin
20

1

2
Cx

x
  

Пример 1.14. Найти .
cos

sin
6

2

 dx
x

x
 

Решение. Здесь 264  nm , поэтому полагаем: 

 tx tg , 2

2
1

cos

1
t

x
 , .

cos2
dt

x

dx
  

Следовательно, 

   xd
x

xxd
x

x

x

dx

x

x
dx

x

x
tg

cos

1
tgtg

cos

sin

coscos

sin

cos

sin
2

2

4

2

24

2

6

2

 

     .
5

tg

3

tg

53
1

5353
4222 C

xx
C

tt
dtttdttt    

Ответ: .
5

tg

3

tg 53

C
xx
  

II. Интегралы вида 

              dxxaxdxxaxdxxx sinsin;sincos;coscos  

преобразуются с помощью тригонометрических формул:  

     ;coscos
2

1
coscos   
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     ;coscos
2

1
sinsin   

      sinsin
2

1
cossin . 

Пример 1.15. Найти .
2

cos3cos dx
x

x  

Решение. 













 






   dx

x
x

x
x

x
x

2
3cos

2
3cos

2

1

2
cos3cos  

 





 






   C

xx
dx

xx

2

7
sin

7

2

2

5
sin

5

2

2

1

2

7
cos

2

5
cos

2

1
 

 .
2

7
sin

7

1

2

5
sin

5

1
C

xx
  

Ответ: .
2

7
sin

7

1

2

5
sin

5

1
C

xx
  

III. В интегралах вида  xdxmtg  (или  xdxmctg ), где m – целое по-

ложительное число, применяется подстановка tx tg  (или tx ctg ).  

Пример 1.16. Найти .tg3 xdx  

Решение. Сделаем подстановку tx tg , .
1 2t

dt
dx


  Тогда 

 











  Ct

t
dt

t

t
tdt

t

t
xdx 2

2

22

3
3 1ln

2

1

211
tg  

  C
x

x
Cx

x
2

3
2

2

cos

1
ln

2

1

3

tg
tg1ln

2

1

2

tg
 

 .cosln
2

tg2

Cx
x

  

Ответ: .cosln
2

tg2

Cx
x

  
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1.9. Универсальная тригонометрическая подстановка 

Интегралы вида   dxxxR sin,cos , где R – рациональная функ-

ция, аргументами которой являются xsin  и xcos , в общем случае 
приводятся к интегралам от рациональных функций с аргументом t  с 
помощью универсальной подстановки  2tg xt  . При этом 

 
21

2
sin

t

t
x


 ; 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 ; tx arctg2 , .
1

2
2t

dt
dx


  

Если подынтегральная функция )sin,(cos xxR  является четной 

по обоим аргументам, т. е. )sin,(cos)sin,cos( xxRxxR  , то целесо-

образно использовать подстановку xt tg . 

Пример 1.17. Найти .
cos53

  x

dx
 

Решение. Сделаем замену: 
2

tg
x

t  . Тогда tx arctg , 
21

2

t

dt
dx


 , 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 . Следовательно, получим 

   




















 222

2

2 5533

2

1

2

1

1
53

1

cos53 tt

dt

t

dt

t

tx

dx
 

 .

2
2

tg

2
2

tg

ln
4

1

2

2
ln

4

1

428

2
22  















 C
x

x

C
t

t

t

dt

t

dt
 

Ответ: .

2
2

tg

2
2

tg

ln
4

1
C

x

x





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2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1. Понятие определенного интеграла 

Пусть на отрезке  ba;  задана функция  xfy  . Разобьем этот 
отрезок произвольным образом точками bxxxxa n  210  

на n частей длиной 1 iii xxx . Выберем внутри каждого отрезка 
точку i . Найдем значение функции  xfy   в точках i . 

Интегральной суммой функции  xfy  на отрезке  ba;  назы-

вается сумма вида 

   .
1





n

i
iin xfS  (2.1) 

Определенным интегралом от функции  xf  на отрезке  ba;  

называется предел интегральной суммы (2.1), найденный при усло-

вии, что длина наибольшего из частичных отрезков стремится к нулю: 

    .lim
10max

 


b

a

n

i
ii

x

dxxfxf
i

 

Некоторые свойства определенного интеграла: 

 1)          ; 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  (2.2) 

 2)     ; 
b

a

b

a

dxxfCdxxCf  (2.3) 

 3)     ; 
a

b

b

a

dxxfdxxf  (2.4) 

 4)       ; 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  (2.5) 

 5) если     babaxxf    ,;  0 , то   ;0
b

a

dxxf  (2.6) 



 20

6) если  xf  непрерывна и    
x

a

dttfx , то имеет место ра-

венство: 

    ;xfx   (2.7) 

7) если  xF  – какая-либо первообразная функции  xf , то 

справедливо равенство: 

         .
b

a
xFaFbFdxxf

b

a

  (2.8) 

Формула (2.8) называется формулой Ньютона–Лейбница. 

Пример 2.1. Вычислить определенный интеграл: .
2

21
4

x

dx
 

Решение. По формуле (2.8): 

   
2

21

4
2

21
4

dxx
x

dx

 
.

24

63

21

1

2

1

3

1

3 33

2

21

3













x
 

2.2. Геометрические приложения определенного интеграла 

Вычисление площади плоской фигуры 

Если данная фигура ограничена двумя кривыми  xfy 1  и 

 xfy 2  и двумя вертикальными линиями ax   и bx  , причем 

   xfxf 21    bax ;  , то ее площадь вычисляется по формуле 

      .12 
b

a

dxxfxfS  

 

 y f x 1

Y

ba0 X

 y f x 2
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Если кривая, ограничивающая криволинейную трапецию, задана 
параметрическими уравнениями  tx  ,  ty  , то площадь криво-

линейной трапеции вычисляется по формуле 

    




 dtttS , (2.9) 

где   и   определяются из условий   a  и   b ,     ; ,0 tt . 

Если кривая задана в полярных координатах уравнением 

  , то площадь криволинейного сектора, ограниченного дугой 

кривой и полярными радиусами, соответствующими углам 1 и 2 , 

вычисляется по формуле 

   .
2

1 2

1

2




 dS  (2.10) 

Пример 2.2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  

 .22   ,142  xyxxy  

Решение. Изобразим заданную фигуру: 

 

Y

X

 

Найдем абсциссы точек пересечения заданных кривых: 

 .032
22

14 2
2









xx
xy

xxy
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Решив последнее уравнение, получим: 

 11 x , .32 x  

Тогда площадь заштрихованной фигуры равна: 

      


3

1

2
3

1

2 32)14(22 dxxxdxxxxS  

 .
3

2
10

3

32

3

5
9

1

3

3
3

2
3


















 xx

x
 

Пример 2.3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной первой 

аркой циклоиды  ty cos12  ,  ttx sin2   и осью OX. 

Решение. Первая арка циклоиды определяется из условия: 

 0y ,   0cos12  t , .2,0 21  tt  

Таким образом, площадь найдем по формуле (2.9): 

     
 


2

0

2

0

22
coscos214cos14 dtttdttS  

 





 

4

2sin
sin2

2

3
4

t
t

t
.12  

0 

1 
  

Пример 2.4. Вычислить площадь фигуры, заключенной между 

первым и вторым витками спирали Архимеда 0,  aa . 

Решение. Область между первым и вторым витками спирали со-

ответствует  4,2 21 . 

Площадь найдем по формуле (2.10): 

   











4

2

4

2

32
2

2
2

3222

1 a
d

a
daS 




2 

4 
   

   .
3

28
)2()4(

6

32
33

2 


aa
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Вычисление длины дуги кривой 

Пусть кривая задана уравнением )(xyy  , где )(xy  – непрерыв-

но дифференцируемая функция, тогда длина дуги может быть найде-
на по формуле 

 ,)(1 2 
b

a

dxyL   

где a  и b  – абсциссы концов данной дуги ( ba  ). 

Пусть кривая задана параметрическими уравнениями )(txx   и 

)(tyy  , где )(tx  и )(ty  – непрерывно дифференцируемые функции, 

тогда длина дуги L  кривой вычисляется по формуле 

 ,)()(
2

1

22 
t

t

tt dtyxL  

где 1t  и 2t  – значения параметра t , соответствующие концам дуги 

( 21 tt  ). 

Если кривая задана в полярных координатах уравнением 

)( , тогда длина дуги кривой выражается интегралом 





 

2

1

22 )( dL , где 1 и 2  – значения полярного угла   в кон-

цах дуги ( 21  ). 

Пример 2.5. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
32 xy  , заключенной между точками (0; 0) и (4; 8). 

Решение. Функция )(xy  определена для 0x . Поскольку дан-

ные точки лежат в первой четверти, 23xy  . Отсюда xy
2

3
  и 

  xy
4

9
11

2  . Следовательно, 

   





 

4

0

4

0

23

11010
27

8

4

9
1

3

2

9

4

4

9
1 xdxxL . 

Пример 2.6. Вычислить длину дуги линии  tttax sincos  , 

 tttay cossin   от 01 t  до  22t . 
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Решение. Дифференцируя по t , получим: 

   ,coscossinsin tatttttaxt   

   ,sinsincoscos tatttttayt   

откуда     .)sin(cos 222222
attttayx tt   

Следовательно, .2
2

2

2

0

22

0




 a
t

aatdtL  

Пример 2.7. Вычислить длину кардиоиды ).cos1(  a  

Решение. Кривая задана уравнением в полярных координатах, 

Найдем    sin)cos1( aa . 

       
22222222 sincos21sincos1 aaa  

     .
2

sin4cos12cos22 2222 
 aaa  

   
 








2

0

2

0

22

2
cos4

2
sin2 adadL .8  

0 

2 
a


 

Вычисление объемов тел вращения 
Пусть в пространстве задано тело, образованное вращением во-

круг оси OX  криволинейной трапеции, ограниченной графиком 

функции )(xfy  , прямыми ax   и bx   и осью OX. Объем этого 

тела вычисляется по формуле   .)(
2

b

a

dxxfV  

3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

3.1. Основные понятия функции двух и более переменных 

Рассмотрим функции двух переменных, так как все основные 
понятия и теоремы, сформулированные для функций двух 

переменных, легко обобщаются на случай большего числа 
переменных. 

Пусть }{M  – множество упорядоченных пар действительных 

чисел ).,( yx  Если каждой упорядоченной паре чисел }{),( Myx   по 
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некоторому закону f  поставлено в соответствие единственное 
действительное число z , то говорят, что задана функция двух 
переменных ),( yxfz   или ).,( yxzz   Числа yx,  называются при 

этом независимыми переменными или аргументами функции, а число 
z  – зависимой переменной. 

Например, формула hRV 2 , выражающая объем цилиндра, 
является функцией двух переменных: R  – радиуса основания и h  – 

высоты. 

Пару чисел ),( yx  иногда называют точкой ),( yxM , а функцию 

двух переменных – функцией точки ).(Mf  

Значение функции ),( yxfz   в точке ),( 000 yxM  обозначают 
),( 000 yxfz   или )( 00 Mfz   и называют частным значением 

функции двух переменных. 
Совокупность всех точек ),( yxM , в которых определена 

функция ),( yxfz  , называется областью определения этой 

функции. Для функции двух переменных область определения 

представляет собой всю координатную плоскость или ее часть, 

ограниченную одной или несколькими линиями. 

Например, область определения функции 22 yxz   – вся 

плоскость, а функции 221 yxz   – единичный круг с центром в 

начале координат ( 01 22  yx  или )122  yx . 

Понятия предела и непрерывности функции двух переменных 

аналогичны случаю одной переменной. 

Пусть ),( 000 yxM  – произвольная точка плоскости.  -окрестностью 

точки ),( 000 yxM  называется множество всех точек ),( yxM , коорди-

наты которых удовлетворяют неравенству  2
0

2
0 )()( yyxx . 

Другими словами,  -окрестность точки 0M  – это все внутренние 
точки круга с центром в точке 0M  и радиусом  . 

Число A  называется пределом функции ),( yxfz   при ,0xx  

0yy   (или в точке ),( 000 yxM ), если для любого сколь угодно 

малого положительного числа 0  существует 0)(   

(зависящее от  ) такое, что для всех 00 , yyxx   и удовле-

творяющих неравенству  2
0

2
0 )()( yyxx  выполняется 

неравенство .),(  Ayxf  
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Обозначается предел следующим образом: 

 Ayxf

yy
xx





),(lim

0

0

 или .),(lim
0

Ayxf
MM




 

Пример 3.1. Найти предел .
)1ln(

lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






 

Решение. Введем обозначение 22 yxr  , откуда 222 yxr  . 

При 0,0  yx  имеем, что 0r . Тогда 

 

















 ))1(ln(

lim
0

0

)1ln(
lim

)1ln(
lim

202022

22

0
0 r

r

r

r

yx

yx

rr
y
x

 

 .
2

1
lim

)2(
1

1

1
lim

2

0

2

0















 r

r

r
r

rr
 

Функция ),( yxfz   называется непрерывной в точке 
),( 000 yxM , если ),( yxf  определена в точке ),( 000 yxM  и ее 

окрестности, имеет конечный предел ),(lim

0

0

yxf

yy
xx




, который равен 

значению функции в точке ),( 000 yxM , т. е. ),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx





. 

Функция ),( yxfz   называется непрерывной в некоторой 

области, если она непрерывна в каждой точке этой области. 

Точки, в которых условие непрерывности не выполняется, назы-

ваются точками разрыва этой функции. 

3.2. Частные производные первого порядка. 

Полный дифференциал 

Пусть задана функция двух переменных ),( yxfz  . Дадим 

аргументу x  приращение x , а аргумент y  оставим неизменным. 

Тогда функция z  получит приращение ),(),( yxfyxxf  , которое 
называется частным приращением z  по переменной x и обозначается 

zx . Аналогично, фиксируя аргумент x и придавая аргументу y  
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приращение y , получим частное приращение функции z  по 

переменной y : ).,(),( yxfyyxfzy   

Величина ),(),( yxfyyxxfz   называется полным 

приращением функции z  в точке ).,( yxM  

Частной производной функции двух переменных по одной из 
этих переменных называется предел отношения соответствующего 

частного приращения функции к приращению данной переменной, 

когда последнее стремится к нулю (если этот предел существует). 

Обозначается частная производная так: yx zz  ,  или 
y

z

x

z







, , или 

).,(),,( yxfyxf yx
  

Таким образом, по определению имеем: 

 ;
),(),(

limlim
00 x

yxfyxxf

x

z

x

z
z

x

x

x
x 














 

 .
),(),(

limlim
00 y

yxfyyxf

y

z

y

z
z

x

y

y
y 















 

Частные производные функции ),( yxfz   вычисляются по тем 

же правилам и формулам, что и функция одной переменной, при этом 

учитывается, что при дифференцировании по переменной x y  

считается постоянной, а при дифференцировании по переменной y  

постоянной считается x. 

Пример 3.2. Найти частные производные функций: 

а) 3223 35 yxyyxxz  ; б) ;2 yxe
y

x
z   

в) 
y

x
z arccos  );0( y  г) .22 yxz   

Решение 
а) Чтобы найти xz , считаем y  постоянной величиной и 

дифференцируем z  как функцию одной переменной x : 

  xxxxxx yxyyxxyxyyxxz )()3()5()()35( 32233223  

 .3103013253 2222 yxyxyyxx   

Аналогично, считая x  постоянной величиной, находим yz : 
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  yyyyy yxyyxxz )()3()5()( 3223  

 ;365323150 2222 yxyxyyxx   

б)     ;
1

)2(
1 222 yx

x
yx

xx
yx

x
x e

y
yxex

y
e

y
x

z  


  

    





 
y

yx

y
y

yx

y
y yxe

y
xe

y
x

z )2(
1

)( 22  

;2)2(
1 2

2

2

2

yxyx e
y

x
e

y
x  








  

в) ;
11

1

1

222 xyy

y

x

zx














  

.
1

1

1

222222 xyy

x

xyy

x

y

x

y

x

z y

























  

г) ;2
2

1

2222 yx

x
x

yx
zx





  

.)2(
2

1

2222 yx

y
y

yx
z y





  

Полным дифференциалом функции ),( yxfz   называется 

сумма произведений частных производных этой функции на 
приращения соответствующих независимых переменных, т. е. 

 .yzxzdz yx    

Учитывая, что дифференциалы независимых переменных 

совпадают с их приращениями, т. е. ydyxdx  , , формулу 

полного дифференциала можно записать в виде 

 dyzdxzdz yx
  или .dy

y

z
dx

x

z
dz








   

Пример 3.3. Найти полный дифференциал функции 

).ln( 22 yxz   
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Решение. Так как 
2222

2
,

2

yx

y
z

yx

x
z yx 




 , то по формуле 

полного дифференциала находим: .
22

2222
dy

yx

y
dx

yx

x
dz





  

3.3. Частные производные высших порядков 

Частные производные xz  и yz  называют частными 

производными первого порядка или первыми частными 
производными. 

Частными производными второго порядка функции ),( yxfz   

называются частные производные от частных производных первого 
порядка. 

Частных производных второго порядка четыре. Они 
обозначаются следующим образом: 

 xxxx zz )(   или 
















x

z

xx

z
2

2

; yxxy zz )(   или ;
2


















x

z

yxy

z
 

 xyyx zz )(   или 

















y

z

xyx

z2

; yyyy zz )(   или .
2

2



















y

z

yy

z
 

Аналогично определяются частные производные 3-го, 4-го и 
более высоких порядков. Например, для функции ),( yxfz   имеем: 

 















2

2

x

z

x
zxxx , 
















2

2

x

z

y
zxxy  и т. д. 

Частные производные второго или более высокого порядка, 
взятые по различным переменным, называются смешанными 
частными производными. Для функции ),( yxfz   таковыми 

являются производные xyz   и yxz  . Заметим, что в случае, когда 
смешанные производные xyz   и yxz   непрерывны, то имеет место 

равенство yxxy zz  . 

Пример 3.4. Найти частные производные второго порядка 
функции 3223 35 yxyyxxz  . 

Решение. Частные производные первого порядка для данной 
функции: 

 .365;3103 2222 yxyxzyxyxz yx   
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Дифференцируя xz  и yz  по переменным x  и y , получим: 

 ;106)3103()( 22 yxyxyxzz xxxxx   

 ;610)3103()( 22 yxyxyxzz yyxxy   

 ;610)365()( 22 yxyxyxzz xxyyx   

 .66)365()( 22 yxyxyxzz yyyyy   

Пример 3.5. Найти частную производную 
xyx

z


3

 от функции 

).sin(cos yxyez x   

Решение. Имеем: 

 );sinsin(cos yxyye
x

z x 



 

 );cossin(cos
2

yxyye
x

z

yxy

z x 
















 

 ).cossincos2(
23

yxyye
xy

z

xxyx

z x 

















 

3.4. Дифференцирование сложных функций 

1. Случай одной независимой переменной 
Пусть ),( yxfz   есть дифференцируемая функция двух пере-

менных x  и ,y  причем аргументы этой функции сами являются диф-

ференцируемыми функциями независимой переменной t : )(tx   и 

)(ty  . Тогда сложная функция ))(),(( ttfz   дифференцируема, 

и ее производная 
dt

dz
 вычисляется по формуле 

 .
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz









   

Пусть теперь ),,( yxfz   где ).(xy   Тогда )),(,( xxfz   т. е. 
функция z  есть функция одной переменной .x  Этот случай сводится 
к предыдущему, где роль переменной t  играет .x  Полная производная 
функции z  по x  равна 
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 .
dx

dy

y

z

x

z

dx

dz









   

Пример 3.6. Найти 
dt

dz
, если yxez 52  , где tx sin , .3ty   

Решение. Имеем yxe
x

z 522 



, yxe
y

z 525 



, t
dt

dx
cos , 23t

dt

dy
 ; 

 ).15cos2(35cos2 25sin225252 3

ttetete
dt

dz ttyxyx    

Пример 3.7. Найти частную производную 
x

z




 и полную произ-

водную 
dx

dz
, если xyez 3 , а 42  xy . 

Решение. Имеем xyey
x

z 33 



,  xyxe
y

z 33



,  ;
42 


x

x

dx

dy
 

 .
4

)42(
3

4
33

2

2
43

2

33 2







 

x

x
e

x

x
exey

dx

dz xxxyxy  

2. Случай нескольких независимых переменных 

Предположим теперь, что ),( yxfz  , где ),( vux   и 

),( vuy  . Тогда z  есть сложная функция двух независимых пере-
менных u  и .v  Частные производные этой сложной функции находят 
по формулам: 

 
u

y

y

z

u

x

x

z

u

z




















       и       .
v

y

y

z

v

x

x

z

v

z




















 

Эти формулы обобщаются на случай сложной функции любого 

конечного числа аргументов. Во всех случаях справедлива формула 

 dy
y

z
dx

x

z
dz 








   

(свойство инвариантности формы полного дифференциала). 

Пример 3.8. Найти частные производные 
u

z




 и 
v

z




, если xyz  , 

v

u
x  , .uvy   
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Решение. Имеем: 

 yy
x

z x ln



,  ;1

 xyx
y

z
 

 
vu

x 1





,  
2v

u

v

x





, v
u

y





, ;u

v

y





 

 ;)(
))ln(1(1

ln 1 v

u

xx uv
v

uv
vyx

v
yy

u

z 



   

 .)(
))ln(1(

ln
2

1

2
v

u

xx uv
v

uvu
uyx

v

u
yy

v

z 










   

3.5. Неявные функции и их дифференцирование 

Пусть F  – дифференцируемая функция трех переменных ,x y  и ,z  

и пусть уравнение 0),,( zyxF  определяет z  как функцию независи-

мых переменных x  и .y  Частные производные этой неявной функции 

),( yxzz   в точке ),( yx  вычисляются по следующим формулам: 

 
),,(

),,(

zyxF

zyxF

x

z

z

x








       и       ,
),,(

),,(

zyxF

zyxF

y

z

z

y









 

при условии, что ,0),,(  zyxFz  где ),( yxzz   и .0),,( zyxF  

Пример 3.9. Найти частные производные 
x

z




 и ,
y

z




 если z  оп-

ределяется, как функция от x  и ,y  из уравнения 0124 223  zxyz . 

Решение. Обозначим левую часть данного уравнения через 
),,( zyxF . Тогда 24),,( yzyxFx  , xyzyxFy 8),,(  , zzzyxFz 43),,( 2  . 

Отсюда получаем 

 
zz

y

zyxF

zyxF

x

z

z

x

43

4

),,(

),,(
2

2











; .
43

8

),,(

),,(

2 zz

xy

zyxF

zyxF

y

z

z

y











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3.6. Экстремум функции нескольких переменных. 

Необходимые и достаточные условия существования экстремума 

Точка ),( 000 yxM  называется точкой минимума (максимума) 

функции ),( yxfz  , если существует такая окрестность точки 0M , 

что для всех точек ),( yxM  из этой окрестности выполняется 

неравенство ),(),( 00 yxfyxf  , ( ),(),( 00 yxfyxf  ). 

Точки минимума и максимума функции ),( yxfz   называются 

точками экстремума, а значения функции в этих точках – 

экстремумами функции (минимумом и максимумом соответственно). 

Заметим, что минимум и максимум функции имеют локальный 

характер, так как значение функции в точке 0M  сравнивается с ее 
значениями в точках, достаточно близких к .0M  

Теорема 1 (необходимые условия экстремума). Если ),( 00 yx  – 

точка экстремума дифференцируемой функции ),( yxfz  , то ее 
частные производные xz  и yz  в этой точке равны нулю: 0),( 00  yxzx , 

.0),( 00  yxz y  

Точки, в которых частные производные первого порядка равны 

нулю, называются критическими или стационарными. В критических 

точках функция ),( yxfz   может иметь экстремум, а может и не 
иметь. 

Теорема 2 (достаточное условие экстремума). Пусть функция 

),( yxfz  : а) определена в некоторой окрестности критической 

точки ),( 00 yx , в которой 0),( 00  yxzx  и 0),( 00  yxz y ; б) имеет 
непрерывные частные производные второго порядка ;),( 00 Ayxzxx   

;),( 00 Byxzxy   Cyxz yy  ),( 00 . Тогда, если 02  BAC , то 

функция ),( yxfz   в точке ),( 00 yx  имеет экстремум: максимум, если 

0A ; минимум, если 0A ; если 02  BAC , то функция 

),( yxfz   в точке ),( 00 yx  экстремума не имеет. В случае 
02  BAC  вопрос о наличии экстремума остается открытым. 

При исследовании функции двух переменных на экстремум 

рекомендуется использовать следующую схему: 

1. Найти частные производные первого порядка: xz  и yz . 



 34

2. Решить систему уравнений 







0

;0

y

x

z

z
 и найти критические точ-

ки функции. 

3. Найти частные производные второго порядка: xxz  , xyz  , yyz  . 

4. Вычислить значения частных производных второго порядка в 

каждой критической точке и, используя достаточные условия, сделать 

вывод о наличии экстремума. 
5. Найти экстремумы функции. 

Пример 3.10. Найти экстремумы функции .633 xyyxz   

Решение. 1. Находим частные производные xz  и yz : 

 yxzx 63 2  , xyz y 63 2  . 

2. Для определения критических точек решаем систему 

уравнений: 

 







063

;063
2

2

xy

yx
 или 








.02

;02
2

2

xy

yx
 

Из первого уравнения системы находим: 
2

2x
y  . Подставляя 

найденное выражение для y  во второе уравнение, получим: 

 02
4

4

 x
x

, 084  xx , 0)8( 3 xx , откуда .2,0 21  xx  

Находим значения y , соответствующие значениям 

2,0 21  xx . Подставляя значения 2,0 21  xx  в уравнение 
2

2x
y  , 

получим: .2,0 21  yy  

Таким образом, имеем две критические точки: )0,0(1M  и 

).2,2(2M  

3. Находим частные производные второго порядка: 

 xyxz xxx 6)63( 2  ; ;6)63( 2 
yxy yxz  

 .6)63( 2 yxyz yyy   



 35

4. Вычисляем значения частных производных второго порядка в 

каждой критической точке. Для точки )0,0(1M  имеем: 

 0)0,0(  xxzA , 6)0,0(  xyzB , .0)0,0(  yyzC  

Так как 036)6(00 22  BAC , то в точке 1M  

экстремума нет. 
В точке :)2,2(2M  

 12)2,2(  xxzA , 6)2,2(  xyzB , .12)2,2(  yyzC  

Следовательно, .010836144)6(1212 22  BAC  

Значит, в силу достаточного условия экстремума в точке 2M  

функция имеет минимум, так как в этой точке 0  и .0A  

5. Находим значение функции в точке 2M : 

 .822622)2,2()( 33
2min  zMzz  

4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение, связывающее независимую переменную, искомую функ-

цию этой переменной и ее производную. В общем случае эти уравне-
ния представляют собой соотношение вида  
 .0),,( yyxF  

Если это уравнение разрешимо относительно y , то  

 ).,( yxfy   (4.1) 

Функция ),( Cxy  , которая обращает данное уравнение в тожде-
ство, называется общим решением дифференциального уравнения (4.1), 

где C произвольная постоянная. 
Общее решение 0),,( CyxФ , заданное в неявном виде, называ-

ется общим интегралом уравнения. 

Придавая C  различные численные значения, мы будем получать 
различные частные решения дифференциального уравнения. 
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4.1. Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение вида 
 dyygdxxf )()(    

называется уравнением с разделенными переменными, для решения 
которого достаточно проинтегрировать обе части уравнения. 

Дифференциальное уравнение вида 

 )()( 21 yfxfy   (4.2) 

называется уравнением с разделяющимися переменными. Представим 

y  в виде отношения  дифференциалов 
dx

dy
. Затем умножим обе части 

уравнения на dx  и разделим на )(2 yf , тогда .)(
)(

1

2

dxxf
yf

dy
  

Далее, интегрируя, получим общий интеграл уравнения (4.2) 

в виде 

    .)(
)(

1

2

Cdxxf
yf

dy
  

Рассмотрим дифференциальное уравнение, записанное в виде 

 .0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM  (4.3) 

Уравнение (4.3) также является уравнением с разделяющимися 
переменными. Перенесем второе слагаемое в левую часть равенства. 
Разделим обе части равенства на )()( 21 xMyN : 

 .
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 dy
yN

yN
dx

xM

xM
   

Далее, интегрируя, получим общий интеграл уравнения (4.3) 

в виде 

 .
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1   Cdy
yN

yN
dx

xM

xM
  

Пример 4.1. Решить дифференциальное уравнение  
 .cos)5( xyy   
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Решение. Это уравнение можно записать в виде 

 .cos)5( xy
dx

dy
  

Умножим обе части уравнения на dx: 

 ,cos)5( dxxydy   

затем разделим обе части уравнения на :)5( y  

 .cos
5

dxx
y

dy



 

Получили уравнение с разделенными переменными. Интегрируя 

обе части уравнения, находим общий интеграл: 

  
dxx

y

dy
cos

5
, .sin5ln Cxy   

Ответ: .sin5ln Cxy   

Пример 4.2. Решить дифференциальное уравнение: 

   .0cos1sin3  ydyeydxe xx  

Решение. Перенесем второе слагаемое в правую часть: 

   .cos1sin3 ydyeydxe xx   

Далее разделим обе части равенства на  xey  1sin : 

 .
sin

cos

1

3
dy

y

y
dx

e

e
x

x




 

Интегрируем обе части равенства: 

 .
sin

cos

1

3
 

dy
y

y
dx

e

e
x

x

 

Интегралы вычисляем методом подведения под знак дифференциала: 

  



y

yd

e

ed
x

x

sin

)(sin

1

)1(3
, ,lnsinln1ln3 Cyex   
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   











y

C
ex

sin
ln1ln

3
, отсюда 

  y

C

ex sin1

1
3



, или 

 
.

1

sin
3xe

y
C


  

Ответ: 
 

.
1

sin
3xe

y
C


  

4.2. Однородные уравнения первого порядка 

По определению, ),( yxf  есть однородная функция n -го измере-
ния, если выполняется тождество ).,(),( yxfttytxf n  

Уравнение ),( yxfy   называется однородным, если ),( yxf  – 

однородная нулевого измерения.  

Пусть уравнение задано в виде 0),(),(  dyyxNdxyxM . Оно 

будет однородным, если ),( yxM , ),( yxN  являются однородными 

функциями одного измерения. 

Однородное дифференциальное уравнение с помощью подста-

новки 
x

y
u   (откуда uxuy  ) приводится к уравнению с разде-

ляющимися переменными. 

Пример 4.3. Решить уравнение .x

y

e
x

y
y   

Решение. Введем подстановку 
x

y
u  , отсюда uxuy  . Под-

ставляем в данное уравнение: 

 ueuuxu  , .uexu   

Разделяя переменные, находим: 

 uex
dx

du
 , 

x

dx

e

du
u
 ,  

x

dx

e

du
u

, .ln Cxe u    

В последнее выражение вместо u  подставим значение 
x

y
. Полу-

чим общий интеграл: .ln Cxe x

y




 

Ответ: .ln Cxe x

y



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Пример 4.4. Решить дифференциальное уравнение: 

 .
2 2

2

xyx

yxy
y




  

Решение. Убедимся, что данное уравнение является однород-
ным. Для этого числитель и знаменатель дроби в правой части разде-
лим на 2x : 

 .

2

2

x

y

x

y

x

y

y











   

Введем подстановку 
x

y
u  , отсюда uxuy  . Подставляем в 

уравнение: 

 
u

uu
uxu





2

2

, u
u

uu
xu 





2

2

, .
2 u

u
xu


  

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя 
переменные, получим: 

 
u

u
x

dx

du




2
, .

2

x

dx
du

u

u



 

Проинтегрируем полученное уравнение: 

 ,ln22
22

    





 


Cuudu

u

du
du

u

u

u
du

u

u
 

 .lnln  Cx
x

dx
 

Таким образом, получаем: 

 Cxuu lnlnln2  , 
x

C
uu lnln 2  , .ln

2xu

C
u   

С учетом 
x

y
u   получаем общий интеграл уравнения 

2
ln

y

Cx

x

y
 . 

Ответ: .ln
2y

Cx

x

y
  
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4.3. Линейные уравнения первого порядка. 

Уравнение Бернулли 

Уравнение вида )()( xQyxPy   называется линейным, а урав-

нение nyxQyxPy )()(   (где 0n , 1n ) называется уравнением 

Бернулли. В обоих случаях общее решение может быть найдено в виде 
).()( xvxuy   Выбор функций )(xu  и )(xv  поясним на следующих 

примерах. 

Пример 4.5. Найти общее решение дифференциального уравне-

ния .
3 2x
x

y
y   

Решение. Данное уравнение является линейным. Решение ищем 

в виде vuy  . Тогда .vuvuy   Подставляя выражения для y  и 

y  в уравнение, получим 

 23
x

x

uv
vuvu  или  .

3 2x
x

v
vuvu 






   

Выберем такое частное решение для v, чтобы выражение, стоя-

щее в скобках, обратилось в нуль. Тогда уравнение примет вид 
2xvu  . 

Решаем последовательно два уравнения: 

 а) 0
3


x

v
v ,

x

v

dx

dv 3
 , 

x

dx

v

dv 3
 , ,3 

x

dx

v

dv
  

 xv ln3ln  ,  отсюда ;3 xv  

 б) 2xvu   или ;23 xx
dx

du
   

значит, dxxdu 5 , .
6

6
5  C

x
dxxu  

Так как vuy  , то ответ записываем в виде 3
6

6









 xC

x
y . 

Ответ: .
6

3
6









 xC

x
y  

Пример 4.6. Найти общее решение уравнения 
4

24 3 xexyxy  . 
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Решение. Данное уравнение является линейным. Будем искать 

общее решение в виде vuy  . Тогда vuvuy  . Подставляя y  и 

y  в исходное уравнение, получаем: 

 
4

24 3 xxeuvxvuvu  ,   .24
43 xxevxvuvu   

Выберем функцию )(xvv   из условия 04 3  vxv . Найдем ча-
стное решение этого уравнения: 

 04 3  vx
dx

dv
, vx

dx

dv 34 , ,4 3dxx
v

dv
  

   dxx
v

dv 34 , 4ln xv  , тогда .
4xev   

Найдем функцию :)(xu  

 
44

2 xx xeeu  , xu 2 , .
2

22 2
2

CxC
x

dxxu    

Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид 

   .
42 xeCxvuy   

Ответ:   .
42 xeCxy   

Пример 4.7. Найти решение задачи Коши: 

 yx
x

y
y 

4
, .1)1( y   

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли. Бу-

дем решать его с помощью подстановки vuy  . Тогда 
vuvuy  . Подставляя y  и y  в исходное уравнение, получаем: 

 uvx
x

uv
vuvu  4

, .
4

uvx
x

v
vuvu 






    

Функцию v  найдем из уравнения: 

 0
4


x

v
v ,  

x

v

dx

dv 4
 , dx

xv

dv 4
 , ,

1
4  dx

xv

dv
 

 xv ln4ln  , тогда .4xv   
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Найдем функцию u : 

 uvxvu  , 44 xuxxu  , ,24 xuxx
dx

du
  

  
x

dx

u

du
, Cxu  ln2 ,   .ln

4

1 2
Cxu   

Подставляя найденные значения u  и v  в vuy  , получим об-

щее решение данного уравнения:   .ln
4

1 24 Cxxy   

Найдем теперь решение, удовлетворяющее начальному условию 
1)1( y . Подставляя в общее решение 1x , 1y , получим 2C . Та-

ким образом, решение данного уравнения, удовлетворяющее началь-

ным условиям 1)1( y , имеет вид   .2ln
4

1 24  xxy  

Ответ:   .2ln
4

1 24  xxy  

4.4. Уравнения в полных дифференциалах 

Дифференциальное уравнение первого порядка вида 
 0),(),(  dyyxQdxyxP  (4.4) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если выполняется 

условие
x

Q

y

P








, т. е. левая часть (4.4) представляет собой полный 

дифференциал некоторой функции ),( yxU . Эту функцию можно най-

ти, решив систему: 

 


















).,(

);,(

yxQ
y

U

yxP
x

U

 

Так как в силу (4.4) 0),( yxdU , то общий интеграл уравнения 

равен CyxU ),( .  

Пример 4.8. Решить уравнение  

 .0
1

coscos
1

sinsin 














  dy

y
xyxdx

x
xyy  
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Решение. Проверим, является ли данное уравнение уравнением в 

полных дифференциалах: 

 xy
y

P
sincos 




, xy
x

Q
sincos 




. Итак, .
dx

Q

y

P 





 

Запишем систему уравнений: 

 


















.
1

coscos

;
1

sinsin

y
xyxQ

y

U

x
xyyP

x

U

 

Проинтегрируем первое уравнение системы: 

 .)(lncossin
1

sinsin 





  yxxyyxdx

x
xyyU  

Продифференцируем полученную функцию U  по переменной y  

и сравним со вторым уравнением системы: 

 ,
1

coscos)(coscos
y

xyxyxyx
y

U





 

 
y

y
1

)(  , .ln
1

)(   Cydy
y

y  

Таким образом, .lnlncossin CyxxyyxU   

Поэтому общий интеграл дифференциального уравнения со-

гласно (4.4) равен 

 .lnlncossin Cyxxyyx    

Ответ: .lnlncossin Cyxxyyx   

4.5. Дифференциальные уравнения высших порядков. 

Понижение порядка 

Укажем некоторые виды дифференциальных уравнений, допус-
кающих понижение порядка. 

1. Уравнение вида )()( xfy n   решают путем n-кратного интег-
рирования. 
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2. Уравнение вида   0,,  yyxF , явно не содержащее искомой 

функции )(xy , решают с помощью замены py  . Тогда py  , где 
).(xpp   

3. Уравнение вида   0,,  yyyF , явно не содержащее незави-

симой переменной x , интегрируют с помощью подстановки py  , 

где )(ypp  . Тогда 
dy

dp
py  . 

Пример 4.9. Решить уравнение .2xy   

Решение. Правая часть данного уравнения есть функция только 

переменной x , поэтому оно решается двукратным интегрированием: 

 ,
3

1

3
2  C

x
dxxy  

   







 .

123

1

3
21

4

1
3

1

3

CxC
x

dxCdxxdxC
x

y  

Ответ: .
12

21

4

CxC
x

y   

Пример 4.10. Решить уравнение .0)3(  yyx  

Решение. Это уравнение не содержит явно искомой функции y . 

Делаем замену py  . Тогда .py   Подставляем выражения для y  
и y   в данное уравнение: 

 .0)3(  ppx   

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разде-
лим переменные и проинтегрируем: 

 0)3(  p
dx

dp
x , p

dx

dp
x  )3( , ,

3


x

dx

p

dp
 

  
x

dx

p

dp
, 1lnlnln Cxp  , отсюда 

x

C
p 1lnln  , .1

x

C
p   

Возвращаясь к первоначальной переменной y , получим уравнение 

 .1

x

C
y    
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Интегрируя полученное уравнение, находим  

 .ln 21
1  CxCdx

x

C
y  

Ответ: .ln 21 CxCy   

Пример 4.11. Решить задачу Коши для уравнения 32yy  , если 

1)0( y , .1)0( y  

Решение. Данное уравнение не содержит явно x . Полагая 

py  , получаем 
dy

dp
py  , где ).(ypp   Тогда уравнение принимает 

вид 32y
dy

dp
p  . Разделяем переменные и интегрируем: 

 dyypdp 32 , ,2 3  dyypdp  

 
222

1
42 Cyp
 , 1

42 Cyp   или .1
4 Cyyp   

Для определения 1C  воспользуемся начальными условиями 

1)0( y , 1)0( y . Тогда 111 C  и 01 C . Получаем: 

 4yy  , 2y
dx

dy
 , dx

y

dy


2
,   dx

y

dy
2

. 

Отсюда: .
1

2Cx
y

  

При заданных  начальных условиях 12 C  и искомое частное 

решение будет .
1

1

x
y


  

Ответ: .
1

1

x
y


  
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4.6. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Уравнение вида  
 ),(xfcyybya   (4.5) 

где a , b , c  – const ( 0a ), называется дифференциальным уравнени-
ем второго порядка с постоянными коэффициентами. Если 0)( xf , 

то уравнение называется однородным дифференциальным уравнени-
ем с постоянными коэффициентами: 0 cyybya . 

Последнее уравнение можно привести к виду  

 .0 qyypy  (4.6) 

Уравнение 02  qpkk  называется характеристическим 

уравнением для (4.6). В зависимости от корней характеристического 
уравнения получаем общее решение уравнения (4.6) в виде (табл. 1). 

Таблица 1 

Корни характеристического уравнения 
Общее решение однородного 

линейного уравнения 

1. 21 kk  – действительные xkxk
eCeCy 21

210   

2. kkk  21   xCCey kx  210  

3. ik 2,1 – комплексные  xCxCey x   sincos 210  

 
Пример 4.12. Решить дифференциальное уравнение 

 .0103  yyy   

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

01032  kk , 049409 D , тогда 
2

73
2,1


k  или 21 k , 

52 k . Так как корни характеристического уравнения действительные 
различные, то общее решение уравнения: .5

2
2

10
xx eCeCy    

Ответ: .5
2

2
10

xx eCeCy    

Пример 4.13. Решить дифференциальное уравнение 
 .096  yyy   

Решение. Составим характеристическое уравнение: 0962  kk , 

03636 D , тогда 321  kk . Так как корни характеристического 

уравнения действительные равные, то общее решение уравнения: 

 xCCey x  21
3

0 . 
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Пример 4.14. Решить дифференциальное уравнение 
 .0136  yyy   

Решение. Составим характеристическое уравнение: 01362  kk , 

0165236 D . Тогда i
i

k 23
2

46
2,1 


 , т. е. 3 , 2 . 

Так как корни характеристического уравнения комплексно-

сопряженные, то общее решение уравнения:  xCxCey x 2sin2cos 21
3  

. 

4.7. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Если в уравнении (4.5) 0)( xf , то оно называется неоднород-

ным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Общее решение этого уравнения имеет вид: 

 ,н0 yyy   (4.7) 

где 0y  – общее решение соответствующего однородного линейного 

уравнения; нy  – частное решение неоднородного линейного диффе-
ренциального уравнения.  

Частное решение нy  неоднородного уравнения определяется в 

зависимости от вида функции )(xf  по следующим правилам (табл. 2). 

Таблица 2 

I 
ax

n exPxf )()(   

II 

 bxxQbxxPexf mn

xa sin)(cos)()(   

1. Если a  не является корнем 
характеристического уравнения, то 

ax

n exQy )(н  , 

где )(xQn – многочлен степени n  с 
неопределенными коэффициентами

1. Если  bia   не являются корнями 

характеристического уравнения, то 

 bxxTbxxRey NN

xa sin)(cos)(н  , 

где )(xRN , )(xTN  – многочлены степени 

),max( nmN   с неопределенными 

коэффициентами 

2. Если a  является корнем характеристи-
ческого уравнения кратности s , то 

ax

n

s exQxy )(н   

2. Если  bia   являются корнями 

характеристического уравнения, то 

 bxxTbxxRexy NN

xa sin)(cos)(н   

 
Напомним, что многочлены степени 0, 1, 2 с неопределенными 

коэффициентами имеют вид: AQ 0 , BAxQ 1 , CBxAxQ  2
2 , 

где A , B , C – неопределенные коэффициенты, которые надо найти. 
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Пример 4.15. Решить дифференциальное уравнение 

 .)18(32 xexyyy    

Решение. Решение данного уравнения представляется в виде 
н0 yyy  . Найдем общее решение 0y  однородного дифференциаль-

ного уравнения 032  yyy . Выпишем и решим характеристиче-

ское уравнение: 0322  kk , 016124 D , 
2

42
2,1


k , 

31 k , 12 k . Общее решение однородного дифференциального 

уравнения имеет вид: .2
3

10
xx eCeCy    

Правая часть уравнения   xexxf 18)(   относится к типу I 

(см. табл. 2), причем 18)(  xxPn , 1a . Так как 1a  является кор-

нем характеристического уравнения, то частное решение неоднород-

ного уравнения ищем в виде xeBAxxy )(н  . Тогда 

      ,22 22
н BxAxBAxeeBxAxeBAxy xxx   

      BAxAeBxAxBAxey xx 222 2
н  

  BBxAxAxex 242  . 

Подставим нy , нy , нy   в исходное уравнение: 

     BxAxBAxeBBxAxAxe xx 22 2224  

     xx exeBAxx 183  , .18248  xABAx  

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в ле-
вой и правой частях равенства, получаем систему уравнений для на-
хождения коэффициентов A , B: 

 
.124:

88:

0

1





ABx

Ax
 

Находим 1A , 
4

1
B . Тогда xexxy 






 

4

1
н . Общее решение 

исходного уравнения: .
4

1
2

3
1

xxx exxeCeCy 





    

Ответ: .
4

1
2

3
1

xxx exxeCeCy 





    
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Пример 4.16. Решить дифференциальное уравнение 
 .2sin82cos xxyy   

Решение. Решение данного уравнения представляется в виде 
н0 yyy  . Найдем общее решение 0y  однородного дифференциаль-

ного уравнения  

 0 yy , 02  kk , 0)1( kk , 01 k , .12 k  

Общее решение однородного дифференциального уравнения: 

 .210
xeCCy   

Функция xxxf 2sin82cos)(   относится к типу II (см. табл. 2), 

где 1)( xPn , 8)( xQm , 0a , 2b . 

Так как числа ibia 2  не являются корнями характеристиче-
ского уравнения, то нy  нужно искать в виде  

 .2sin2cosн xBxAy   

Тогда 

 xBxAy 2cos22sin2н  , .2sin42cos4н xBxAy   

Подставляя выражения для нy , нy   в исходное уравнение, получим 

.2sin82cos2cos22sin22sin42cos4 xxxBxAxBxA   
Итак, получаем систему уравнений: 

 







.824

;124

AB

BA
 

Решая данную систему, находим 1A , 
2

3
B . Тогда 

 .2sin
2

3
2cosн xxy   

Общее решение исходного уравнения: 

 .2sin
2

3
2cos21 xxeCCy x    

Ответ: .2sin
2

3
2cos21 xxeCCy x    
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4.8. Системы дифференциальных уравнений 

Одним из методов решения систем дифференциальных уравне-
ний, является метод исключения, который позволяет систему n  диф-
ференциальных уравнений первого порядка свести к одному диффе-
ренциальному уравнению n-го порядка. 

Пример 4.17. Найти решение системы дифференциальных урав-
нений 

 







).(),(где,2

;23

tyytxxyxy

yxx
 

Решение. Продифференцируем первое уравнение по переменной t: 
yxx  23 . Подставим в полученное уравнение значение y , взятое 

из второго уравнения системы. Получаем  yxxx 223  . Из 

первого уравнения системы выразим y : 
2

3





xx

y . Тогда уравнение 

 yxxx 223   можно переписать в виде: 

 



















2

3
223

xx
xxx , .045  xxx  

Полученное уравнение является однородным линейным уравне-
нием второго порядка. Составим характеристическое уравнение и 
найдем его корни: 

 0452  kk , 091625 D , 
2

35
2,1


k , 11 k , .42 k  

Тогда xx eCeCx 4
21  . 

Найдем y : 
2

3





xx

y , 
   

,
2

34 4
21

4
21





xxxx eCeCeCeC

y  

 .
2

1 4
21

xx eCeCy   

Тогда общее решение системы имеет вид:  

 xx eCeCx 4
21  , .

2

1 4
21

xx eCeCy   

Ответ: xx eCeCx 4
21  , .

2

1 4
21

xx eCeCy   
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ВАРИАНТЫ ПРАКТИЧЕСКИХ ТЕСТОВЫХ ЗАДАНИЙ 

Вариант 1 

1. Вычислить неопределенные интегралы: 

а) ;
2

2

2
 x

dx
 б) ;

1

arctg
2

4

 
dx

x

x
 

в) ;)43( 32  dxxx  г) ;2sin)1(  xdxx  

д) ;
14 2  xx

dx
 е) .9cos2 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 3xy  , 

1y , .0x  

3. Найти частные производные 
x

z




, 
y

z




 от функции ),( yxzz  : 

а) );ln( 22 yxxz   б) ).ln( 2yxz   

4. Вычислить производные 
u

z




 и 
v

z




 сложной функции: 

xyxz cossin  , где 1 ux , .uvy   

5. Исследовать на экстремум функцию :),( yxzz   

.356922  xyyxyxz  

6. Решить дифференциальное уравнение:  
а)   ;03 2  dyxdxy  г)     ;01212  dyxydxyx  

б)   ;0222  xydxdyyx  д) ;2xey   

в) 422 xyyx  , ;0)1( y  е) .sin4 xyy   

Ответы: 1. а) ;
2

arcsin2 C
x
  б) ;

5

arctg5

C
x
  в) 

 
;

24

43
42

C
x




 

г)   ;2sin
4

1
2cos1

2

1
Cxxx   д) ;

15

18
arctg

15

2
C

x



  

е) ;8sin
18

1

2

1
Cxx 






   2. 0,75. 5. ;14)4,1()( 1max  zMzz   

6. а) xeCy

1

3 ; б)  22 xyCy  ; в) 24 xxy  ; г) Cyxxyyx  22
; 

д) ;
8

1
32

2
1

2 CxCxCey x   е) .2sin2cossin
3

1
21 xCxCxy   
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Вариант 2 

1. Вычислить неопределенные интегралы: 

а)
 

;
4

)1(
2 


x

dxx
 б) ;

2cos21

2sin
 

dx
x

x
 

в) ;
1

arcsin

2


dx
x

x
 г) ;cos)21(  xdxx  

д) ;
162

 xx

dx
 е) .

3cos3sin2
  xx

dx
 

2. Вычислить длину дуги линии  sin3  ( 0 ). 

3. Найти частные производные 
x

z




, 
y

z




 от функции ),( yxzz  . 

а) ;)2( 2yxz   б) .
22 yxez   

4. Вычислить производные 
u

z




 и 
v

z




 сложной функции: 

)sin( yxxz  , где uvvx  , .2vuy   

5. Исследовать на экстремум функцию ),( yxzz  : 

yxyxyxz 36276 22  . 

6. Решить дифференциальное уравнение: 

а) ;1)1(,0
2

1
3

2  ydx
y

dyx  г) ;0
32
4

22

3



 dy

y

xy
dx

y

x
; 

б)   ;0 xdydxyx  д) ;sin xxy   

в) ;2
2xxexyy   е) .644 2xeyyy   

Ответы: 1. а)   ;
2

arctg4ln
2

1 2 C
x

x 





   б) ;2cos21ln

4

1
Cx   

в) ;
2

arcsin2

C
x
  г) ;163ln 2 Cxxx   д) ;3

2
tgln

2

1
C

x
   

2. 3 ; 5. Экстремума нет; 6. а) 
x

x
y

21

2


 ; б) ;Cxe x

y

   

в) ;
2

2
2









  C

x
ey x  г) ;

1
3

2

C
yy

x
  д) ;sin

6
21

3

CxCx
x

y   

е)   .3 22
21

2 xx exxCCey   
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Вариант 3 

1. Вычислить неопределенные интегралы. 

а) ;
53

3

2
 x

dx
 б) ;

52 2  x

xdx
 

в) ;
ln3

xx

dx
 г) ;2 dxxe x  

д) ;
122  xx

dx
 е)   .

2
 

dx
xx

x
 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 12  xy  и 

прямой 3 yx . 

3. Записать полный дифференциал функции ),( yxzz  . 

а) ;
yx

yx
z




  б) .2sin 2yyxz   

4. Вычислить производную 
dt

dz
 сложной функции. 

xyez 4 , где )1cos( tx  , .sin ty   

5. Исследовать на экстремум функцию ).,( yxzz   

.3233 22 yxyxyxz   

6. Решить дифференциальное уравнение 
а) ;2)1(,033  ydxydyx г)     ;06492 3322  dyyxydxyx  

б) ;tg 







x

y
xyyx  д) ;2 yxyx   

в) ;1
2 2  x
x

y
y  е) .32  xyy  

Ответы: 1. а) Cxx  2535ln
5

3
; б) ;52ln

10

1 2 Cx    

в) C
x


2ln2

1
; г) Cee

x xx  22

4

1

2
; д) Cx 2ln2 ; 2. 

6

35
;  

5. 2)1,1()( 1min  zMzz ; 6. а)
43

4
2

2
2




x

x
y ; б) ;arcsin xCxy    

в) 





  C

x
xxy

12 ; г) Cyyxx  42332 ; д) ;ln
2

21

2

CxC
x

y    

е) .
4

7

4

1 22
21 xxeCCy x   
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Вариант 4 

1. Вычислить неопределенные интегралы: 

а) ;
)32(cos2  x

dx
 б) ;

2

12ln3




dx
x

x
 

в)
 

;
1

2

 





  dx

x
x  г) ;)1( 3  dxex x  

д) ;
322  xx

dx
 е) .cos2cos xdxx  

2. Вычислить длину дуги лини, заданной уравнениями 

 ttx sin7  ,  ty cos17  ,  42 t . 

3. Записать полный дифференциал функции ),( yxzz  : 

а) );lnln( 5 yxz   б) yx

y

ez  . 

4. Вычислить производную 
dt

dz
 сложной функции: 

)2(tg 2 yxxz  , где 
t

x
1

 , .ty   

5. Исследовать на экстремум функцию :),( yxzz   

 .103622 33  xyyxz  

6. Решить дифференциальное уравнение: 
а) ;032 2   yyxyx

 г)     ;0132 2  dyxdxxy  

б) ;4

2









x

y

x

y
y  д) ;yyx   

в) ;costg 2 xyxyy   

.1)0(,1)0(

,6539996)е 2




yy

xxyyy
 

Ответы: 1. а)   Cx  32tg
3

1
; б) ;ln

4

2ln

2

1 4

Cx
x









   

в) Cxx
x

 ln2
2

2

; г)   Cexe xx  33

9

1
1

3

1
; д) ;

2

1
arctg

2

1
C

x



 

е) Cxx 





  3sin

3

1
sin

2

1
; 2. 56; 5. ;422)6,6()( 1min  zMzz  
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6. а)  
  ;

18ln

18

32ln

32
C

yx




 б) Cx
x

y
 ln2

2
arctg ; в)   ;

cos

1

xCx
y


   

г) Cyxyx 32
; д) 2

2
1

2
C

xC
y  ; е) 53226 233  xxxeey xx

. 

Вариант 5 

1. Вычислить неопределенные интегралы: 

а)   ;2
3 2 xdxx  б) ;2sin2cos2 3 xdxx  

в)
    ;2ln2
  xx

dx
 г) ;)12ln(  dxx  

д) ;
142

 xx

dx
 е) .

13 x

xdx
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 6xy , 

07  yx . 

3. Найти частные производные 
x

z




, 
y

z




 от функции ),( yxzz  : 

а) );sin( 2xyxz   б) ).cos(5 23 xyyxz   

4. Вычислить производные 
x

z




 и 
dx

dz
 сложной функции: 

)(arctg 2 yxz  , где .xy   

5. Исследовать на экстремум функцию ),( yxzz  : 

yxyxyxz  222 . 

6. Решить дифференциальное уравнение: 
а)   ;0)0(,1 22  ydxedyye xx  г) ;0

1
2

 dx
x

y
dy

x
 

б) ;

2









x

y

x

y
y  д) ;1)1(,3)1(,

1
2

 yy
x

y  

в) 
 

;
1

1

1

6
422







xx

xy
y  

е) .6886  xyyy  

Ответы: 1. а)   Cx 3 422
8

3
; б) ;

4

2sin4

C
x
  
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в) ;)2ln(ln Cx   г) ;12ln
2

1
Cxxx 






   

д) Cxxx  142ln 2 ; е) ;)1(
2

3
)1(

5

3 3 23 5 Cxx    

2. 6ln65,17  ; 5. 1)0,1()( 1min  zMzz ; 6. а)  ;arctg
43

3
xe

y



   

б) ;
ln xC

x
y


  в)   Cxxy  arctg1

32 ; г) Cxy  ;  

д) xxy ln21  ; е) xeCeCy xx   2
2

4
1 . 

ВАРИАНТЫ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ТЕСТОВЫХ ЗАДАНИЙ 

1. Рациональная дробь    xQxP mn /  называется правильной, если: 

а) ;mn   б) ;mn   в) ;mn   г) ;mn   д) .5n  

2. Универсальная тригонометрическая подстановка t
x


2
tg  

применяется при вычислении неопределенных интегралов вида: 

а) ;22  dxax  б) ;ln xdx в) ;sin xdxx  г) ;
cos53

  x

dx
 д) .0  dx  

3. Какие из перечисленных интегралов являются определенными: 

а) ;
3 4 dxx  б) ;)1( 2  dxx в) ;sin

1

0

 xdx  г) ;)( dxxf  д) .10 dx  

4. Найти в перечисленных пунктах формулу Ньютона–Лейбница: 

а)  ;)()()( bfafdxxf
b

a

  

б)  ;)()()( 
b

a

afbfdxxf  

в) ;)()( 
b

a

Cxfdxxf  

г)        ;aFbFxFdxxf
b

a

b

a



д) .)( 
b

a

abdxxf  
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5. Площадь S  плоской криволинейной трапеции, ограниченной 

сверху графиком функции 21 xy  , а снизу осью Ox , вычисляется с 
помощью формулы: 

а) ;2dxxS   б) ;
)( 2

dx

xd
S  в) 




1

1

2)1( dxxS ; г) );1( 2xdS   д) )1( 2xS  . 

6. Длина дуги L  кривой xy 2  между точками A(0, 0) и D(1, 2) 

вычисляется следующим образом: 

а) ;2)2(  xL  

б) ;22110 L  

в) ;202)1()2(  xxL  

г) ;505155521
1

0

1

0

1

0

2    dxdxdxL  

д)  
1

0

1

0

2 1012 xxdxL . 

7. Первообразная для функции xxf )(  равна: 

а) ;1x  б) ;22 x  в) ;
3

2x
 г) ;

2

2x
 д) 0. 

8. Выбрать интеграл, который вычисляются с помощью метода 
внесения функции под знак дифференциала: 
а) ;ln xdxx  б) ;sin2 xdx  в) ;12  dxxx г) ;12  dxx  д) .0 dx  

9. Значение интеграла 


0

cos xdx  равно: 

а) xsin ; б) xdxsin ; в) 2; г) 1; д) 0. 

10. Функцию 3 1)(  xxf  называют: 
а) рациональной; 

б) линейной; 

в) иррациональной; 

г) гиперболической; 

д) тригонометрической. 

11. Частная производная 
x

z




 функции 325 yyxz   равна: 

а) ;10x  б) ;2xy  в) ;10xy  г) ;35 22 yx   д) .3 2y  
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12. Частная производная 
y

z




 функции )sin( 2xyz   равна: 

а) );cos(2 2xyxy  б) );cos( 2xy  в) );2cos(2 xyy г) );2cos( xy  д) .2xy  

13. Точка ),( 000 yxM  является критической для функции 

),( yxzz  , если: 

а) 0
)( 0 




x

Mz
; б) 0

)( 0 



x

Mz
; в) 0),( yxdz ; г) 








;0)(

0)(

0

0

Mz

Mz

y

x
 д) 








.0

;0

y

x

z

z
 

14. Стационарная точка ),( 000 yxM  является точкой минимума 
для функции ),( yxzz  , если: 

а) 0 , 

;0)( 0  Mzxx  

б) 0 , 

;0)( 0  Mzxx

в) 0 , 

;0)( 0  Mzxx

г) 0 , 

;0)( 0  Mz yy  
д) 0 , 

.0)( 0  Mzxx

15. Стационарная точка ),( 000 yxM  является точкой максимума 
для функции ),( yxzz  , если: 

а) 0 , 

0)( 0  Mzxx ; 

б) 0 , 

0)( 0  Mzxx ;

в) 0 , 

0)( 0  Mzxx ;

г) 0 , 

0)( 0  Mz yy ; 
д) 0 , 

0)( 0  Mzxx .

16. Смешанная частная производная второго порядка для функ-

ции yxxz 23   равна: 
а) ;2x  б) ;2y  в) ;0  г) ;23 x  д) .23 y  

17. Дифференциальным уравнением с разделяющимися пере-
менными является уравнение вида: 
а) );()( 21 yfxfy   

б) );()( 21 yfxfy   

в) );()( xQyxPy   

г) );()( xQxP   

д) ).()( 21 yfxf   

18. Общим решением некоторого дифференциального уравне-
ния является функция 2Cxy  . Тогда частным решением этого урав-

нения, удовлетворяющим начальным условиям 2)1( y , является: 

а) 0y ; б) ;2Cxy   в) ;2 2xy   г) ;2 xy  д) .3xy   

19. Общим решением дифференциального уравнения 

0sin2  dyxdx  является: 

а) 0y ; б) ;x  в) ;sin xy   г) ;ctg Cxy   д) 5 xy . 
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20. Укажите порядок дифференциального уравнения 
4xyy  : 

а) 4; б) 3; в) 2; г) 1; д) 0. 

21. Общее решение дифференциального уравнения 

02  yyy  имеет вид: 

а) ;4
2

2
10

xx eCeCy   

б) ;2sin2cos 210 xCxCy   

в) ;sin0 xy   

г) );( 21
2

0 CCey x   

д) ).( 210 xCCey x    

22. Укажите уравнение второго порядка: 
а) xy  2 ; б) ;4 xyy  в) ;2y  г) ;2x  д) xy 2sin .

23. Общее решение дифференциального уравнения xy 2  имеет 
вид: 

а) ;2 Cxy   б) 2y ; в) ;2 Cy   г) 0y ; д) .2xC   

24. Характеристическое уравнение 0342  kk  имеет корни: 

а)  21 ,1 kk ; б) 221  kk ; в) 3,1 21  kk ; г) 0k ; д) .sin2,1 xk 
25. Решение линейного дифференциального уравнения первого 

порядка может быть найдено в виде: 
а) );(xuxy   б) ;vuy   в) ;2vCy   г) ;/ uxy   д) .uvy   

 

Ответы: 1) в; 2) г; 3) в; 4) г; 5) в; 6) г; 7) г; 8) в; 9) д; 10) в; 11) в; 

12) а; 13) г; 14) в; 15) д; 16) а; 17) а; 18) в; 19) г; 20) в; 21) д; 22) б; 

23) а; 24) б; 25) д. 
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