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1. ВВЕДЕНИЕ

При описании кварк-антикварковых систем
вблизи их порога рождения ограничиться конеч-
ным порядком теории возмущений нельзя даже в
том случае, когда КХД-константа связи αs мала [1,
2]. Это связано с тем, что реальным параметром
пертурбативного разложения в околопороговой
области является сингулярная величина αs/v, где

v =

√
1− 4m2

s
(1)

– скорость,
√
s — полная энергия взаимодейству-

ющих частиц в с.ц.и., а m — массы этих частиц.
Эта проблема хорошо известна из квантовой элек-
тродинамики [3]. Такие пороговые сингулярности
вида (αs/v)

n должны быть просуммированы. В
нерелятивистском случае для кулоновского взаи-
модействия

V (r) = −α

r
(2)

такое пересуммирование выполняет известный S-
фактор Гамова–Зоммерфельда–Сахарова [4–6]

Snr =
Xnr

1− exp(−Xnr)
, Xnr =

πα

vnr
, (3)

который связан с волновой функцией непрерывно-
го спектра в нуле через |ψ(0)|2. Здесь 2vnr — отно-
сительная скорость двух нерелятивистских частиц.

В релятивистской теории нерелятивистское вы-
ражение (3) для случая двух бесспиновых частиц
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равных масс должно быть модифицировано. Ре-
лятивистская модификация выражения (3) в КХД
для описания эффектов вблизи порога рождения
пар в процессах e+e− → tt̄ и e+e− → W+W− была
выполнена в работах [7, 8] и заключалась в замене
vnr → v. Точно такой же вид S-фактора, как и
в работах [7, 8], был позднее предложен в [9].
Еще одно релятивистское обобщение S-фактора и
также для случая двух бесспиновых частиц равных
масс было получено в [10]. Однако, как было по-
казано в работах [11, 12], релятивистские пределы
S-факторов в [9] и [10] существенно отличаются от
релятивистского предела (v → 1) S-фактора:

S(χ) =
X(χ)

1− exp [−X(χ)]
, X(χ) =

πα

shχ
, (4)

равного единице, который был предложен в [13]
для случая взаимодействия двух релятивистских
бесспиновых частиц равных масс. Здесь χ — быст-
рота, которая связана с полной энергией взаимо-
действующих частиц в с.ц.и.

√
s соотношением

√
s = M = 2mchχ, (5)

а функция X(χ) в (4) может быть выражена в тер-
минах скорости v:X(χ) = πα

√
1− v2/v. Развитый

в [13] метод основан на релятивистском квазипо-
тенциальном (РКП) подходе [14] в форме, пред-
ложенной в [15, 16], путем перехода от импульс-
ной формулировки в пространстве Лобачевского к
трехмерному релятивистскому конфигурационному
представлению, введенному в [17] для случая вза-
имодействия двух релятивистских частиц равных
масс.
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Подчеркнем, что S-фактор (4) был получен
для кулоновского потенциала (2), который, как
показано в [18], учитывает существенную особен-
ность КХД — свойство асимптотической свободы
и закон эволюции инвариантного заряда, а при
его применении к задачам КХД требуется заме-
на: α → 4αs/3. Применение релятивистского S-
фактора (4) для описания ряда характеристик ад-
ронных процессов можно найти в [19–22].

Также напомним, что в двухчастичном прибли-
жении амплитуда Бете–Солпитера связана с ква-
зипотенциальными волновыми функциями в про-
странстве моментов и в конфигурационном пред-
ставлении (см. [11–13]) соотношением

χBS(x = 0) = (6)

=
1

(2π)3

∫
dΩpΨq(p) = ψq(r)

∣∣∣∣
r=iλ

,

где dΩp = mdp/Ep — релятивистский трехмерный
элемент объема в пространстве Лобачевского, ко-
торое реализуется на верхней поле́ массового ги-
перболоидаE2

p −p2 = m2, λ = 1/m — комптонов-
ская длина волны1), а модуль радиуса-вектора r
(r = rn, |n| = 1) является релятивистским инвари-
антом.

Основная цель настоящей работы состоит в
обобщении метода, предложенного в работах [11–
13], для получения нового порогового ресуммиру-
ющего S-фактора в квантовой хромодинамике для
составной системы из двух релятивистских кварков
равных масс и спинами 1/2, взаимодействующих
посредством кулоновоподобного хромодинамиче-
ского потенциала. Исследование проведено в рам-
ках РКП-подхода в квантовой теории поля [14] в
форме, предложенной в [15, 16], путем перехода от
импульсной формулировки в пространстве Лоба-
чевского к трехмерному релятивистскому конфигу-
рационному представлению, введенному в [17] для
случая составной системы из двух релятивистских
частиц равных масс. Рассмотрены случаи псев-
доскаляра, вектора и псевдовектора и выполнен
анализ поведения S-фактора в нерелятивистском,
релятивистском и в ультрарелятивистском случаях.

2. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ КУЛОНОВСКАЯ
ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ: СЛУЧАЙ

СПИНОВЫХ ЧАСТИЦ РАВНЫХ МАСС

Наш подход опирается на полностью ковари-
антное двухчастичное трехмерное РКП-уравнение
в интегральной форме для случая двух реляти-
вистских спиновых частиц равных масс, которое в

1)Мы будем всюду использовать систему единиц, в которой
положено: � = c = 1.

конфигурационном представлении для радиальной
волновой РКП-функции с относительным орби-
тальным моментом � имеет вид [23]2)

∞∫
0

dχ′ (shχ
′)2�+2(−1)�+1

ρ(�+1)

(
chχ− chχ′)× (7)

×
[(

d

d chχ′

)�(sin ρχ′

shχ′

)]
×

×
(

d

d chχ′

)� 1

shχ′

∞∫
0

dρ′
ρ′ sin(ρ′χ′)

(−ρ′)(�+1)
ϕ�(ρ

′, χ) =

= V (λρ)

∞∫
0

dχ′ (shχ
′)2�+2(−1)�+1

ρ(�+1)
Â(chχ′)×

×
[(

d

d chχ′

)�(sin ρχ′

shχ′

)]
×

×
(

d

d chχ′

)� 1

shχ′

∞∫
0

dρ′
ρ′ sin(ρ′χ′)

(−ρ′)(�+1)
ϕ�(ρ

′, χ),

где быстрота χ по-прежнему вводится соотноше-
нием (5), потенциал V (λρ), λρ = r, является ло-
кальным в смысле геометрии Лобачевского, функ-
ция (−ρ)(�) = i�Γ(�+ iρ)/Γ(iρ) называется обоб-
щенной степенью [17], где Γ(z) — гамма-функция,

а оператор Â определяется выражением3)

Â

(
Ĥ0

2m

)
=

1

4

[
a

(
Ĥ0

2m

)2

+ b

]
, (8)

a =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1 при Ô = γ5 (псевдоскаляр);
1

2
при Ô = γμ (вектор);

−1

2
при Ô = γ5γμ (псевдовектор);

2)Это уравнение было получено в полной аналогии с вы-
водом в [11, 12] интегрального уравнения для радиальной
волновой функции с относительным орбитальным момен-
том � для случая двух релятивистских бесспиновых частиц
произвольных масс.

3)Напомним, что для простоты рассмотрения, как и в ра-
боте [24], мы считаем, что квазипотенциал имеет бис-
пинорную структуру вида I ⊗ I , а вершинная функция
также имеет заданную спинорную структуру, пропор-
циональную матрице Ô, не зависящую от импульсных
переменных, причем в качестве Ô выбираются матрицы
Дирака γ5, γμ, γ5γμ (μ = 0, 1, 2, 3). Такой выбор матрицы
Ô позволяет нам найти точные решения РКП-уравнения.
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b =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0 при Ô = γ5 (псевдоскаляр);
1

4
при Ô = γμ (вектор);

3

4
при Ô = γ5γμ (псевдовектор).

Результирующее решение РКП-уравнения (7),
взятого при � = 0, с кулоновоподобным потенциа-
лом (2), не содержащее i-периодических констант,
имеет вид

ϕ0(ρ, χ) = 2C0(χ)e
iBχ sh

[
π(ρ− ρ̃)

]
× (9)

×
∞∫

−∞

dx
exp

[ iα̃a
4

shx+
(
1 + i(ρ− ρ̃)

)
x
]

(ex + eχ)2
×

×
[
ex + e−χ

ex + eχ

]−1+iB

,

где C0(χ) — произвольная функция от χ, парамет-
ры a и b определены в (8), а параметры α̃, ρ̃ и B
даются выражениями

α̃ = αm, (10)

ρ̃ =
α̃a chχ

4
, B =

α̃(a ch2 χ+ b)

4 shχ
,

причем при χ = iκ параметр B связан с условием
квантования (подробности см. в работе [23])

α̃(a cos2 κ+ b)

4 sinκ
= n, (11)

n = 1, 2, . . . , 0 < κ < π/2.

Легко установить, что нормировочный множитель
C0(χ) в решении (9) является действительным.
Кроме того, решение (9) имеет ту же форму, что и
решение в бесспиновом случае за исключением ос-
циллирующего фактора exp[iα̃a shx/4], а при a = 0
и b = 2 оно переходит в решение в бесспиновом
случае (см. работы [11, 12]).

Подчеркнем, что решение (9) удовлетворяет
граничному условию

lim
α→0

ϕ0(ρ, χ) −−−→
ρ→∞

sin(ρχ)

shχ
, (12)

т.е. когда взаимодействие выключено (α → 0), оно
воспроизводит известную свободную волновую
функцию.

3. КУЛОНОВОПОДОБНЫЙ ПОРОГОВЫЙ
S-ФАКТОР ДЛЯ ДВУХФЕРМИОННОЙ

СОСТАВНОЙ СИСТЕМЫ

Для того чтобы найти выражение для куло-
новоподобного порогового ресуммирующего S-
фактора, еще раз обратим внимание на то, что
решение (9) по форме отличается от решения в

бесспиновом случае только наличием осцилли-
рующего фактора exp[iα̃a shx/4], а при a = 0 и
b = 2 оно переходит в решение в бесспиновом
случае [11, 12]. Учитывая эти обстоятельства,
вместо точного решения (9) будем рассматривать
его приближение, в котором вклад осциллирую-
щего фактора exp[iα̃a shx/4] принимается равным
единице. Такая аппроксимация не только не
нарушает свойств симметрии решения (9), но и
позволяет представить выражение для радиальной
волновой РКП-функции в s-состоянии через
гипергеометрическую функцию, т.е. подобно тому,
как это делалось в бесспиновом случае [11, 12]:

ϕ0(ρ, χ) = 2πC0(χ)e
iBχ−χ+i(ρ−ρ̃)χ(ρ− ρ̃)× (13)

× F
(
1− iB, 1− i(ρ− ρ̃); 2; 1 − e−2χ

)
,

где параметры ρ̃ и B определены в (10), а дей-
ствительный нормировочный множитель 2πC0(χ)
дается выражением

|2πC0(χ)|2 = eπB |Γ(1− iB)|2, (14)

которое находится из граничного условия (12) и
асимптотики

ϕ0(ρ, χ)|ρ�1 ≈
2πC0(χ)e

−πB/2

shχ|Γ(1− iB)| ×

× sin
{
(ρ− ρ̃)χ+B ln

[
2(ρ− ρ̃) shχ

]
+

+ arg Γ(1− iB)
}
.

Отметим, что аппроксимация в (13) также при-
водит к точному условию квантования (11) для
определения значений уровней энергии, при кото-
рых гипергеометрическая функция в (13) становит-
ся многочленом степени n при χ = iκ.

Пороговый S-фактор в спиновом случае опре-
делим как

SRQP,S(χ) = lim
ρ→i

∣∣∣∣e−πρ̃/2Γ(1 + iρ̃)
ϕ0(ρ, χ)

ρ

∣∣∣∣
2

, (15)

где дополнительный фактор exp(−πρ̃/2)Γ(1 + iρ̃)
обеспечивает не только правильный релятивист-
ский предел при χ → +∞, равный 1, но и переход
к бесспиновому случаю при a = 0 и b = 2. Таким
образом, в спиновом случае функция

ψ0(ρ, χ) = e−πρ̃/2Γ(1 + iρ̃)ϕ0(ρ, χ)

представляет собой физическую волновую функ-
цию для кулоновского взаимодействия (2).

Поскольку функция Бете–Солпитера χBS(x =
= 0) связана с волновой РКП-функцией ψq(r) со-
отношением (6), то, используя соотношения (13)–
(15), получаем следующее выражение для реляти-
вистского порогового S-фактора для случая со-
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ставной системы, состоящей из двух релятивист-
ских спиновых частиц равных масс:

SRQP,S(χ) =
XRQP,S(χ)

1− exp
[
−XRQP,S(χ)

] × (16)

× e−πρ̃
∣∣Γ(2 + iρ̃)F (1 + iB,−iρ̃; 2; 1 − e−2χ)

∣∣2,
где величина

XRQP,S(χ) = 2πB =
πα̃(a ch2 χ+ b)

2 shχ
(17)

может быть выражена в терминах скорости (1) в
виде

XRQP,S(v) =
πα̃(a+ b− bv2)

2v
√
1− v2

. (18)

Отметим, что при a = 0 и b = 2 релятивистский
пороговый ресуммирующий S-фактор (16) перехо-
дит в бесспиновый S-фактор (4), воспроизводя-
щий в нерелятивистском пределе (v� 1) известный
нерелятивистский результат [11, 12].

Исследуем поведение релятивистского порого-
вого ресуммирующего S-фактора (16) в нереляти-
вистском (χ → +0), релятивистском (χ → +∞) и
ультрарелятивистском пределах. В нерелятивист-
ском пределе имеем выражение

SRQP,S(χ)|χ→+0 ≈

≈ πα̃(a+ b)/2 shχ

1− exp[−πα̃(a+ b)/2 shχ]
×

× πα̃a/2

exp(πα̃a/2) − 1

(
1 +

α̃2a2

16

)
,

которое при a = 0 и b = 2, как было отмечено выше,
переходит в бесспиновый S-фактор (4).

В релятивистском пределе (v → 1) находим

SRQP,S(χ)|χ→+∞ ≈

≈ 2π(B − ρ̃)

1− exp[−2π(B − ρ̃)]
−−−−−→
χ→+∞

1 + 0,

справедливое для всех значений a и b в (8).
В ультрарелятивистском пределе, как это было

доказано в [25, 26], спектр связанных состояний
исчезает, когда масса m → 0, так как масса части-
цы является единственным размерным парамет-
ром. Эта особенность отражает существенное раз-
личие между потенциальными моделями и кванто-
вой теорией поля, где появляется дополнительный
размерный параметр. Кроме того, мы можем также
заключить, что S-фактор, который соответствует
непрерывному спектру, должен стремиться к 1 при
m → 0.

Таким образом, зависимость релятивистского
порогового ресуммирующего S-фактора (16) от

спиновых параметров a и b установлена. Про-
веденный анализ его поведения в нерелятивист-
ском (v � 1), релятивистском (v → 1) и в уль-
трарелятивистском (m → 0) пределах показал, что
он воспроизводит как известный нерелятивистский
предел в бесспиновом случае, когда a = 0 и b =
= 2, так и ожидаемые релятивистский и ультра-
релятивистский пределы для всех трех случаев:
псевдоскаляра, вектора и псевдовектора.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе получен новый пороговый
ресуммирующий S-фактор (16) для составной си-
стемы из двух релятивистских спиновых кварков
равных масс, взаимодействующих посредством ку-
лоновоподобного хромодинамического потенциа-
ла. Рассмотрены случаи псевдоскаляра, вектора и
псевдовектора. Для этой цели была использована
полностью ковариантная гамильтонова формули-
ровка квазипотенциального подхода в квантовой
теории поля путем перехода к трехмерному реляти-
вистскому конфигурационному представлению [17]
для случая составной системы из двух релятивист-
ских частиц равных масс.

Установлена зависимость релятивистского по-
рогового ресуммирующего S-фактора (16) от спи-
новых параметров a и b. Показано, что релятивист-
ский S-фактор (16) при a = 0 и b = 2 переходит в
бесспиновый S-фактор (4).

Выполненный анализ поведения S-фактора (16)
в нерелятивистском (v � 1), релятивистском (v →
→ 1) и в ультрарелятивистском (m → 0) пределах
показал, что он воспроизводит как известный нере-
лятивистский предел в бесспиновом случае, когда
a = 0 и b = 2, так и ожидаемые релятивистский
и ультрарелятивистский пределы для всех трех
случаев: псевдоскаляра, вектора и псевдовектора.

Поскольку S-фактор (16) получен нами в рам-
ках полностью ковариантного метода, то можно
ожидать, что он более полно учитывает реляти-
вистский характер взаимодействующих частиц и
спиновые эффекты.

Автору приятно выразить искреннюю благодар-
ность О.П. Соловцовой за проявленный интерес
к работе, полезные обсуждения, стимулирующие
дискуссии и ценные замечания.
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THRESHOLD RESUMMATION SSS FACTOR FOR A SYSTEM
OF TWO RELATIVISTIC SPINORQUARKS

Yu. D. Chernichenko

P. Sukhoi Gomel State Technical University, Belarus;
International Center for Advanced Studies, Gomel, Belarus

The new threshold resummation S factor is received for a system of two relativistic spin-1/2 quarks of
equal masses interacting via a Coulomb-like chromodynamical potential. The cases of the pseudoscalar,
vector, and pseudovector are considered. The study is conducted within the framework of the quasipotential
approach using the Hamiltonian formulation of quantum field theory via a transition to the relativistic
configurational representation for the case of two relativistic particles of equal masses.
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