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ВВЕДЕНИЕ 

 

Переход от изучения функций одного переменного (одномерный 

анализ) к изучению функций многих переменных (многомерный ана-
лиз) создает для студента первого курса технического университета 
определенные трудности.  

Во-первых, многие первокурсники, не имея достаточной подго-

товки из школы, не успели еще как следует «вжиться» в одномерный 

анализ, как на них уже «накатывает» его многомерный «братан». 

Во-вторых, «бьет по мозгам» слабо подготовленных слушателей 

«проклятье размерности», сопровождающееся потерей геометриче-
ской наглядности. 

В-третьих, анализ функций многих переменных, несмотря на 
внешнее сходство построения с одномерным вариантом, таит в себе 
превеликое множество «подводных камней», для обнаружения и по-

нимания которых необходима достаточно высокая математическая 

культура. 
В известной нам литературе отсутствуют книги, специально по-

священные анализу функций многих переменных (конечно, отдель-

ные главы в учебниках на эту тему есть). Это и «подвигло» авторов к 

написанию данного пособия. Подчеркнем, что в курсе математики 

технического университета, курсе общей физики, химии и специаль-

ных дисциплинах нет ни одного раздела, где бы мы не сталкивались с 
функциями многих переменных. Поэтому знание основных фактов и 

наличие соответствующих навыков решения задач по данной темати-

ке, безусловно будет способствовать успеху в обучении по многим 

дисциплинам. 

Чтобы убедиться в важности данной тематики для приложений 

достаточно, скажем, обратиться к курсу «Методы оптимизации», ко-

торый, в частности, включает в себя такие разделы как линейное и 

нелинейное программирование. 
Настоящее пособие содержит достаточно подробное изложение 

основ анализа функций многих переменных, не отягощенное однако 

излишними подробностями доказательств, и  решение основных ти-

пов задач по указанной тематике. Оно будет также полезно студентам 

физико-математических специальностей классических университетов. 
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1. Основные понятия, определения и факты 

 

1.1. Функция точки 

 

В естествознании постоянно встречаются такие зависимости 

между несколькими переменными величинами, когда значения одной 

из этих переменных полностью определяются значениями остальных 

переменных. 

Пример. Возмущение нормального состояния некоторой среды 

(скажем, быстрое изменение давления в газе) распространяется в ней 

по закону, описываемому функцией четырех переменных 

),,,( tzyxuu =  – координат точки ),,( zyxM  и времени t . Можно до-

казать, что распространение возмущения должно удовлетворять вол-

новому уравнению: 
 










∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

2
2

2

2

z

u

y

u

x

u
a

t

u
. 

 

(Это уравнение в частных производных второго порядка). 
Не останавливаясь на других примерах, подчеркнем, что функ-

ции многих переменных являются одним из основных инструментов 

математического моделирования реальных процессов, что и послужи-

ло одной из причин детальной разработки их теории. 

Напомним определение функции одной переменной. 

Говорят, что на множестве D  вещественных чисел (т.е. Ρ⊂D ) зада-
на (определена) функция )(xfu =  со значениями во множестве 

Ρ⊂U , если указано правило f , по которому каждому элементу 

Dx∈  ставится в соответствие (сопоставляется) единственное число 

Uu∈ . 

Примечание 1.1. (интерпретация на языке маленьких человеч-

ков). Если каждое число Dx∈  считать маленьким человечком, а каж-

дое число Uu∈  считать миниатюрным креслицем, то функциональ-

ное соответствие UDf →:  является гуманным с точки зрения ма-
леньких человечков, ибо при транспортировке не разрывает их на 
части (см. рисунки). 
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На рис. 1.1 изображена функция, а соответствие на рис. 1.2 уже 
не является функциональным: функциональность нарушается в точке 

1x . 

(Метод маленьких человечков используется в теории решения 

изобретательских задач (ТРИЗ)). 

Вернемся к определению функции и добавим, что множество D , 

на котором действует функция f , называют ее областью определения 
и пишут )( fDD = , а совокупность всех таких Uu∈ , для которых в 

D  существует прообраз x  (т.е. такой элемент Dx∈ , что uxf =)( ) на-
зывают областью (множеством) значений f  и обозначают через 

)( fE . 

Используя геометрическую терминологию, можно следующим 

образом переформулировать понятие функции одной переменной. 

Определение 1.1. Если каждой точке M  из некоторого множест-
ва }{M  точек координатной прямой ставится в соответствие по зако-

ну f  единственное число u , то говорят, что на множестве }{M  зада-
на функция )(Muu =  или )(Mfu = . 

Теперь уже очевидно как распространить этот подход на функ-

ции многих переменных. 

Определение 1.2. Если каждой точке M  из некоторого множест-
ва }{M  точек координатной плоскости ставится в соответствие по за-
кону f  единственное число u , то говорят, что на множестве }{M  за-
дана функция )(Muu =  или )(Mfu = . 

Подчеркнем, что отличие определения 1.2 от определения 1.1 

лишь в том, что вместо термина «координатная прямая» в нем ис-
пользуется термин «координатная плоскость». 

D U 

Рис. 1.1. 

D U 

1x
1u  

2u  

Рис. 1.2. 
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Определение 1.3. Если каждой точке M  из некоторого множест-
ва }{M  точек координатного пространства ставится в соответствие по 

закону f  единственное число u , то говорят, что на множестве }{M  

задана функция )(Muu =  или )(Mfu = . 

Поскольку точка M  плоскости определяется двумя координата-
ми ),( yx , а точка M  пространства – тремя координатами ),,( zyx , то 

будем использовать записи: ),( yxfu =  и ),,( zyxfu =  соответствен-

но для двух и трех переменных. 

Чтобы двигаться дальше нам потребуются следующие два поня-

тия. 

Определение 1.4. Множество всевозможных упорядоченных на-
боров ),...,,( 21 nxxx  из n  чисел nxxx ,...,, 21  называют n -мерным коор-

динатным пространством и обозначают nA , а каждый упорядочен-

ный набор – точкой этого пространства. 
Будем использовать привычную запись ),...,,( 21 nxxxM , где чис-

ла nxxx ,...,, 21  – координаты точки M . 

Определение 1.5. Координатное пространство nA  называют n -

мерным евклидовым пространством nE , если между любыми двумя 

его точками ),...,,( 21 nxxxM ′′′′  и ),...,,( 21 nxxxM ′′′′′′′′  определено расстояние 
),( MM ′′′ρ  по формуле 

 

∑
=

′−′′=′−′′++′−′′+′−′′=′′′
n

i
iinn xxxxxxxxMM

1

222
22

2
11 )()(...)()(),(ρ . 

 

Теперь мы уже в состоянии ввести понятие функции n  перемен-

ных. 

Определение 1.6. Если каждой точке M  из множества }{M  то-

чек n -мерного евклидового пространства nE  ставится в соответствие 
по закону f  единственное число u , то говорят, что на множестве 

}{M  задана функция )(Muu =  или )(Mfu = . 

Множество )(}{ fDM =  называют областью определения (зада-
ния) функции )(Mfu = . 

Число u , соответствующее фиксированной точке M  из множе-
ства }{M , будем называть частным значением функции в точке M . 

Совокупность }{u  всех частных значений )(Mfu =  называют обла-
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стью (множеством) значений этой функции и обозначают через 
)( fE . 

Поскольку положение точки M  в пространстве nE  определяет-
ся ее координатами nxxx ,...,, 21 , то для функции )(Mfu =  естественно 

писать ),...,,( 21 nxxxfu = . 

Итак, мы достаточно долго говорили об абстрактных вещах. По-

этому весьма полезно рассмотреть их на конкретны примерах (ведь 

еще И.Ньютон утверждал: «Ничто так не поучает, как пример»). 

 

Пример 1.1. Найти область определения и область значений 

функции 10 22
2

2
1 )...(1 nxxxu +++−= . 

Решение. Выражение, стоящее под знаком корня четной степе-
ни, должно быть неотрицательным. Поэтому имеем: 

 

1...0)...(1 22
2

2
1

22
2

2
1 ≤+++⇒≥+++− nn xxxxxx . 

 

Значит, областью определения данной функции служит множество 

точек n -мерного шара радиуса 1 с центром в начале координат 
)0,...,0,0(O . 

Напомним, что в более привычном трехмерном пространстве 3E  

сфера с центром в точке ),,( 0000 zyxM  и радиуса R  задается уравне-
нием 22

0
2

0
2

0 )()()( Rzzyyxx =−+−+− , а соответствующий шар – 

неравенством 22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx ≤−+−+− . 

Покажем, что областью значений рассматриваемой функции яв-

ляется отрезок ]1 ;0[ . В самом деле, 
 

⇒≤+++−⇒≥+++ 0)...(0)...( 22
2

2
1

22
2

2
1 nn xxxxxx  

 

1)...(11)...(1 10 22
2

2
1

22
2

2
1 ≤+++−⇒≤+++− nn xxxxxx . 

 

Но с другой стороны, корень четной степени неотрицателен по опре-
делению (ведь это арифметический корень). Поэтому ]1 ;0[∈u  
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Пример 1.2. Найти области определения и значений функции  

)...1ln(

1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

n

n

a

x

a

x

a

x
u

−−−−
= . 

 

Решение. Выражение, стоящее под знаком логарифма, должно 

быть положительным. Поэтому имеем: 

 

1...0...1
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 <+++⇒>−−−−

n

n

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x
. 

 

Кроме того, поскольку делить на ноль нельзя, то  

 

0...1...1
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 ≠+++⇔≠−−−−

n

n

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x
. 

 

А это в свою очередь, означает, что ).0,...,0,0(),...,,( 21 ≠nxxx  

Итак, мы установили, что областью определения рассматривае-
мой функции является множество всех внутренних точек n -мерного 

эллипсоида, отличных от начала координат. (Напомним, что уравне-
ние трехмерного эллипсоида, который изучается в аналитической 

геометрии, имеет вид 1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
). 

Найдем теперь область значений нашей функции. Прежде всего 

обратим внимание на следующее: 
 

⇒≤







+++−⇒≥+++ 0...0...

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

n

n

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x
 

 

⇒≤







−−−−⇒≤−−−−⇒ 1ln...1ln1...1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

n

n

n

n

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x
 

 

0...1ln
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 ≤








−−−−

n

n

a

x

a

x

a

x
. 
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(Здесь мы воспользовались монотонностью функции xy ln= ).  

Но, как уже отмечалось, 0...1ln
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 ≠








−−−−

n

n

a

x

a

x

a

x
.  

Значит, 0...1ln
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 <








−−−−

n

n

a

x

a

x

a

x
.  

Следовательно, 0

)...1ln(

1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

<
−−−−

=

n

n

a

x

a

x

a

x
u . 

 

Учитывая теперь предельное поведение функции 









−−−−

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 ...1ln

n

n

a

x

a

x

a

x
 при 1...

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 →+++

n

n

a

x

a

x

a

x
 и при 

0...
2

2

2
1

2
2

2
1

2
1 →+++

n

n

a

x

a

x

a

x
, заключаем, что )0;()( −∞=uE . 

 

Пример 1.3. Найти области определения и значений функции  

 

22

22

2

2

yxx

yxx
z

+−
++

= . 

 

Решение. Как уже отмечалось в Примере 1.1, выражение, стоя-

щее под знаком корня четной степени должно быть неотрицательным. 

Кроме того, делить на нуль нельзя. Учитывая сказанное, приходим к 

совокупности систем: 

 

















<+−

≤++







>+−

≥++

.02

02

02

02

22

22

22

22

yxx

yxx

yxx

yxx

 

 

Покажем, что вторая из них несовместна. Поскольку неравенства 
одинакового смысла можно почленно складывать, то получаем  
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



=
=

⇒≤+⇒≤+
0

0
00)(2 2222

y

x
yxyx . 

 

Но тогда во втором неравенстве имеем: 00 < . А это невозможно. 

Итак, остается решить первую систему 

 







>+−

≥++
⇒







>++−

≥+++
⇒







>+−

≥++

.1)1(

1)1(

1)12(

1)12(

02

02

22

22

22

22

22

22

yx

yx

yxx

yxx

yxx

yxx
 

 

Уравнение 1)1( 22 =++ yx  задает окружность с центром в точке 
)0;1(−  и радиуса 1, а неравенство 1)1( 22 ≥++ yx  – внешность соот-

ветствующего круга, включая, конечно, саму окружность. Аналогич-

но нетрудно разобраться и с неравенством 1)1( 22 >+− yx . 

Окончательно за-
ключаем, что область оп-

ределения данной функ-

ции есть часть плоскости, 

лежащая вне окружностей 

радиусов, равных единице, 
с центрами в точках )0;1(−  

и )0;1( . Точки первой ок-

ружности, за исключением 

точки )0;0( , принадлежат 
области, а точки второй – 

не принадлежат этому 

множеству. 

Займемся теперь об-

ластью значений. Очевид-

но, 0≥z , причем 0)1;1( =−z . Далее, поскольку +∞=)1;1(z , то 

);0[)( +∞=zE . 

 

Пример 1.4. Найти области определения и значений функции 

]1)1(2arcsin[ 2 −+= xyz . 

Решение. Из определения функции xy arcsin=  вытекает, что 

1 |1)1(2| 2 ≤−+ xy . Последовательно имеем: 
 

y 

x

1 

-1 

0 

Рис. 1.3. 

1 -1 
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y 

x0 

1 

1 2 -1 -2 

Рис. 1.4. 

⇒≤+≤⇒≤+≤⇒≤−+≤− 1)1(02)1(2011)1(21 222 xyxyxy  

21

1
0

x
y

+
≤≤⇒ . Итак, 

область определения по-

нятна – это часть плоско-

сти, заключенная между  

кривой 
21

1

x
y

+
=  и ее го-

ризонтальной асимптотой 

0=y . Эту кривую, назы-

ваемую локоном Аньези, 

кстати, легко построить 

чисто элементарными приемами (в школьной математике она называ-
ется так: единица, деленная на квадратный трехчлен). Действительно, 

прежде всего отметим, что функция 
21

1

x
y

+
=  – четная и, значит, ее 

график симметричен относительно оси y0 . Далее имеем: 

⇒≥+⇒≥ 110 22 xx  1
1

1
2
≤

+
⇒

x
. Но, с другой стороны, 0

1

1
2
>

+ x
. 

Поэтому ]1;0()( =yE , причем, очевидно, наибольшее значение функ-

ции достигается при 0=x . 

Область значений исходной функции тоже находится без осо-

бых усилий: достаточно вспомнить, что 



−=

2
;

2
(arcsin)

ππ
E . И нам 

остается показать, что в нашем случае эти границы действительно 

реализуются. Имеем: 
2

)1arcsin()0;0(
π

−=−=z ; 
2

1arcsin)1;0(
π

==z . 

Поэтому 



−=

2
;

2
)(

ππ
zE . 

Замечание 1.1. Существуют пять запретов на математические 
операции, с помощью которых находят область определения функ-

ции. Вот они: 

1) Делить на ноль нельзя, т.е. в дроби 
b

a
 знаменатель должен 

быть отличен от нуля: 0≠b . 
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2) Нельзя извлекать корень четной степени из отрицательного 

выражения, т.е. в записи k x2  под корнем должно находиться неотри-

цательное выражение: 0≥x . 

3) В выражении xalog  должно быть x  положительным: 0>x . 

Кроме того, имеются и ограничения на параметр a : );1()1;0( +∞∈ a . 

4), 5) Нельзя вычислять арксинусы и арккосинусы от чисел, мо-

дуль которых больше единицы, т.е. в записях xarcsin , xarccos  долж-

но выполняться ]1;1[111 || −∈⇔≤≤−⇔≤ xxx . 

 

1.2. Структура области определения функции точки 

 

Рассмотрим функции одного и двух переменных: )(xfu = ; 

),( yxfu = . 

Внешнее отличие сразу бросается в глаза: в первой из них пере-
менная u  будет изменяться с изменением только одной независимой 

переменной x ; во второй функции тип зависимости значительно 

сложнее, ибо теперь на переменную u  влияет изменение сразу двух 

независимых переменных x , y . 

Чтобы разобраться в более тонких (внутренних) отличиях, нам 

придется изучить структуру множеств точек координатной плоскости. 

Введем ряд понятий. 

Определение 1.7. r -окрестностью ),( 0 rMO  точки ),( 000 yxM  на-
зовем множество точек ),( yxM  плоскости, координаты которых 

удовлетворяют неравенству: 22
0

2
0 )()( ryyxx <−+− , т.е. это множе-

ство точек круга с центром в точке ),( 000 yxM  радиуса r  без ограни-

чивающей его окружности. 

Определение 1.8. Проколотой r -окрестностью ),( 0 rMO  точки 

),( 000 yxM  будем называть такую r -окрестность, из корой удален 

(«выколот») центр 0M . 

Определение 1.9. Точка 0M  называется внутренней точкой мно-

жества D , если она принадлежит D  вместе с некоторой своей окре-
стностью. 

Определение 1.10. Множество D  называется открытым, если 

каждая его точка внутренняя. 

Примерами открытых множеств могут служить ),( 0 rMO  и 

),( 0 rMO . 
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Определение 1.11. Множество D  называется связным, если лю-

бые две его точки можно соединить ломаной, все точки которой при-

надлежат только множеству D . 

Теперь мы уже готовы ввести в рассмотрение основной вид 

множеств, используемых в качестве областей определения функций 

двух (и большего числа) переменных. 

Определение 1.12. Областью называется открытое связное мно-

жество точек плоскости. 

Примерами множеств, являющихся областями, могут служить 

окрестности ),( 0 rMO , ),( 0 rMO . 

Множество из Примера 1.3. (см. Рис. 1.3) областью не является, 

так как для него не выполняются оба требования из определения 1.12. 

В самом деле, точки левой окружности (за исключением т. (0;0)) при-

надлежит множеству, а значит, оно не является открытым, и посколь-

ку точка (0;0) не принадлежит множеству, то  оно не является связ-
ным: из одного круга в другой «проход закрыт», ибо эти два круга 
имеют единственную общую точку (0;0), но не принадлежащую дан-

ному множеству. 

Определение 1.13. Точка 1M  называется граничной точкой мно-

жества D , если в любой ее окрестности имеются точки как принад-

лежащие D , так и не принадлежащие ему. 

Определение 1.14. Совокупность всех граничных точек множе-
ства D  называются его границей. Границу множества будем обозна-
чать буквой Г . 

Определение 1.15. Область D  вместе с ее границей Г  называет-
ся замкнутой областью и обозначается D . Итак, ГDD = . 

Примером замкнутой области может служить множество точек 

из Примера 1.4 (см. Рис. 1.4). Еще одним примером множества данно-

го типа является множество точек круга: 22
0

2
0 )()( ryyxx ≤−+− . 

Примечание 1.2. Интервал ),( ba  является открытым связным 

множеством точек координатной прямой, а отрезок ];[ ba  является 

замкнутым связным множеством. Поэтому эти множества точек мож-

но рассматривать как область и замкнутую область (соответственно), 

но уже для прямой. 

В поисках более точной аналогии на плоскости для интервала 
),( ba  приходим к открытому прямоугольнику  
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



<<
<<

dyc

bxa
, 

 

стороны которого параллельны осям координат, а для отрезка ];[ ba  – 

к замкнутому прямоугольнику 

 





≤≤
≤≤

dyc

bxa
. 

 

Определение 1.16. Предельной точкой множества D  называется 

такая точка P , в любой окрестности которой имеется хотя бы одна 
точка из D , отличная от P . 

Из данного определения сразу вытекают два полезных факта: 
Факт 1. В каждой окрестности точки P  содержится бесконечное 

множество точек из D . 

Факт 2. Каждая предельная точка множества D  является либо 

его внутренней точкой, либо его граничной точкой. 

Лирическое отступление. Прежде всего завершим классифика-
цию точек. 

Определение 1.17. Точка 2M  называется внешней (или изолиро-

ванной) точкой множества D , если существует такая ее окрестность, 
в которой нет ни одной точки из D  (см. Рис. 1.5). Итак, теперь все яс-

но, просто и понятно, и любой 

здравомыслящий человек легко 

ответит на вопрос, какая точка 
называется внутренней, гранич-

ной или внешней для заданного 

множества. Но если этот же во-

прос задать, не сообщив предва-
рительно информацию из опре-
делений 1.9, 1.13, 1.17, то каж-

дый почувствует наличие на-
стоящей проблемы, а именно: на 
интуитивном уровне вполне по-

нятно, когда точка лежит внутри 

множества, а когда нет, но как 

это формализовать, предоставив точные определения? 

М2

М1 

М0 

D 

0 

y 

x 

Рис. 1.5. 
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У математиков нет в обиходе романтического термина «изобре-
тение» (в отличие от представителей технических наук), но в наруше-
ние этой терминологии, позволим себе отметить следующее: при по-

строении величественного здания под названием «Математика» его 

творцы сделали десятки и сотни тысяч изобретений от самых малень-

ких (об одном из них шла речь) до трудно обозримых, и этими дости-

жениями человеческого ума по праву можно гордиться! 

 

Вопрос 
Итак, в чем же главное отличие множеств точек координат-

ной прямой от множеств точек координатной плоскости, на кото-

рых и будут определяться функции двух переменных? 

Ответ 

Множество всех точек координатной прямой 1E  является 
вполне упорядоченным: из любых двух различных точек координат-

ной прямой одна лежит правее (соответствующее ей действитель-
ное число считается большим), а для множества всех точек плоско-

сти 2E  упорядоченность отсутствует. В этом и состоит одна из 
главных причин отличия свойств функций одной и двух переменных. 

Остается только добавить, что множество всех точек простран-

ства nE  ( 3≥n ) тоже не обладает свойством упорядоченности и, зна-
чит, принципиальным моментом является переход от 1=n  к 2=n . 

 

1.3. Геометрическое изображение функций 

 

Английская пословица утверждает: «Одна картинка ценнее де-
сяти тысяч слов». По-видимому, для реальных (материальных) объек-

тов это высказывание сильно преувеличено, но что касается абстракт-
ного мира математических объектов, то с утверждением нельзя не со-

гласиться. (Кстати, всемирно известный профессор математики Ми-

чиганского государственного университета Ф.Харари тоже придер-

живается этой доктрины). 

Итак, рассмотрим приемы, с помощью которых математики пы-

таются «увидеть» функции многих переменных (в науке попытка 
графического представления объекта называется визуализацией). 

А) Начнем, понятно, со случая наименьшей размерности, а 
именно: рассмотрим способы изображения функций двух перемен-

ных. 
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Способ № 1: с помощью поверхности. Рассмотрим функцию 

двух переменных ),( yxfu =  с областью определения D , где D  – не-
которое множество точек координатной плоскости yx0 . Любой точке 

),( 000 yxM  области D  может быть поставлена в соответствии точка 
P  пространства 3E  с теми же абсциссой и ординатой и с аппликатой 

),( 0000 yxfuz == . Таким образом, мы получим бесконечное множе-
ство точек в пространстве, расположенных по определенному закону. 

Этот геометрический образ естественно считать геометрическим изо-

бражением (графиком) функции ),( yxf . Итак, в самом общем случае 
функция ),( yxf  геометрически изображается каким-то множеством 

точек пространства 3E . Для многих функций, рассматриваемых в ма-
тематическом анализе, точки этого множества лежат на некоторой 

поверхности. Поэтому в анализе принято всякий геометрический об-

раз, изображающий функцию ),( yxf , называть поверхностью, не-
смотря на то, что по своей форме он может очень отличаться от того, 

что мы называем поверхностью в обычном смысле слова. 
 

Примеры (см. курс аналитической геометрии) 

1. Линейная функция cbyaxu ++=  изображается плоскостью. 

2. Функция 
2

2

2

2

b

y

a

x
u +=  изображается эллиптическим парабо-

лоидом.  

В частности, функции 22 yxu +=  соответствует параболоид 

вращения – это поверхность, описываемая параболой 2xu =  при ее 
вращении вокруг оси zu ≡ . 

3. Функция 
2

2

2

2

b

y

a

x
u −=  изображается гиперболическим парабо-

лоидом («седло»). 

В частности, функции 22 yxu −=  соответствует гиперболиче-
ский параболоид (Рис. 1.6), функции xyu =  – гиперболический пара-
болоид, получающийся из предыдущего, поворотом вокруг оси z0  на 

°45  и сокращением в 2 раза всех размеров, параллельных оси z0  (Рис. 
1.7). 
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4. Функция 222 yxRu −−=  изображается верхней половиной 

сферы ( 0≥u ) радиуса R  с центром в начале координат. 
5. Если в выражении функции ),( uxfu =  отсутствует одна из 

независимых переменных, например x , так, что u  зависит только от 
y : )(yu ϕ= , то изображением такой функции в пространстве 3E  явля-

ется цилиндрическая поверхность, получающаяся, если провести 

прямые, параллельные оси x0 , через все точки кривой )(yu ϕ= , ле-
жащей в плоскости yz0 . 

Замечание 1.2. Рассмотренные только что нами примеры 1 – 5 

являют собой образцы «достаточно хороших» функций – типичных 

персонажей математического анализа. Для сравнения приведем два 
примера функций, для которых )( fD  и )( fE  являются дискретными 

множествами точек. 

6. Функция 
)!(!

!
),(

mnm

n
Cmnuu m

n −
===  называется так: число 

сочетаний из n  элементов по m , где n , m  – произвольные целые не-
отрицательные числа, причем nm ≤≤0 . 

Областью определения этой функции служит множество точек 

),( mnM  (см. Рис. 1.8), а областью значений – множество всех нату-

ральных чисел. 

 

Рис. 1.6.

z

x

y 

0

22 yxz −=
xyz =

z

y

x 

0

Рис. 1.7. 
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7. Обозначим через *R  множество  рациональных точек плоско-

сти 







q

n

p

m
Q , , где 

q

n

p

m
 ,  – несократимые дроби с положительными 

знаменателями. Наименьшее общее кратное чисел qp,  есть функция 

)(Qϕ , определенная на множестве *R . В частности, 6
3

1
;

2

1
=






ϕ ; 

21
7

3
;

3

2
=






ϕ ; 5

5

1
;2 =





−ϕ  и т.д. Очевидно, ,...}3,2,1{)( =ϕE  – множе-

ство всех натуральных чисел. 

Способ № 2: с помощью линий уровня. Поскольку построения в 

пространстве 3E  весьма проблематичны, то даже в случае двух неза-
висимых переменных предпочтительнее проводить исследование по-

ведения функции, оставаясь в плоскости yx0 : ведь на плоскости 

можно реально осуществлять построения с помощью линейки и цир-

куля. 

Способ геометрического изображения функции, который мы 

сейчас приведем, основан на возможности истолковать равенство 

),( yxfu =  как уравнение некоторого семейства линий на плоскости 

yx0 . Предположим, что функция ),( yxfzu ==  изображена некото-
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Рис. 1.8.
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рой поверхностью σ . Различные точки этой поверхности находятся 

на различных расстояниях от плоскости yx0 . Рассмотрим точки по-

верхности σ , находящиеся на одном и том же расстоянии h  от плос-
кости yx0 , т.е. точки с аппликатой hz = . Эти точки лежат на линии 

пересечения поверхности σ с плоскостью hz = . Обозначим эту ли-

нию через C′, а ее проекцию на плоскость yx0  – через C . Так как для 

всех точек линии C  аппликата z  имеет одно и то же значение h , то 

уравнение этой линии C  на плоскости yx0  есть hyxf =),( . Линию 

C  называют линией уровня поверхности σ  или функции ),( yxf .  

Система этих линий уровня, снабженных пометками соответст-
вующих значений ,...,, 321 hhh  уровня (высоты) h , дает представление 
о ходе изменения функции. Обычно уровню h  дают последовательно 

значения, составляющие арифметическую прогрессию, например, 

ndh = , где ...3,2,1=n . Тогда расстояние между линиями уровня с со-

седними номерами n  позволяет судить о крутизне поверхности 

),( yxfu = , ибо между двумя соседними линиями значение функции 

изменяется на одну и ту же величину. Поэтому там, где линии уровня 

подходят близко друг к другу, функция круто поднимается или пада-
ет; там же, где расстояние между линиями уровня с соседними номе-
рами n  велико, поверхность носит пологий характер. Именно по это-

му принципу строятся карты рельефа геологического или топологиче-
ского образца. 

Примеры. 

1. Для функции cbxaxu ++=  линии уровня chbyax −=+  об-

разуют семейство параллельных прямых. 

2. Для функции 
2

2

2

2

b

y

a

x
u +=  линии уровня h

b

y

a

x
=+

2

2

2

2

 ( 0>h ) 

образуют семейство концентрических эллипсов: 
( ) ( )

1
2

2

2

2

=+
hb

y

ha

x
. 

3. Функция 22 yxu −=  изображается системой линий уровня, 

состоящей из равносторонних гипербол hyx =− 22 , 0≠h  (см. Рис. 
1.9). 
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Замечание 1.3. Метод изоклин, используемый для приближенно-

го построения интегральных кривых дифференциального уравнения 

первого порядка ),( yxfy =′  (*), по сути опирается на графическое 
представление функции двух переменных линиями уровня. 

Напомним, что график решения уравнения (*) называется инте-
гральной кривой, а геометрическое место точек, в которых касатель-

ные к интегральным кривым имеют одно и то же направление - изо-

клиной уравнения. Семейство изоклин уравнения (*) определяется 

уравнением: Cyxf =),( , где constC = . Значит, изоклины уравнения 

(*) есть линии уровня функции f , стоящей в его правой части. 

Замечание 1.4. Идея изображения функции двух переменных 

линиями уровня легко переносится на функции трех переменных 

),,( zyxfu = . В этом случае постоянным значением функции u соот-
ветствуют в пространстве 3E  поверхности, называемые поверхностя-

ми уровня. Например, функция 222 zyxu ++=  изображается систе-
мой поверхностей уровня, состоящей из концентрических шаровых 

поверхностей с центром в начале координат: 2222 Rzyx =++ . 

Замечание 1.5. Скалярным полем называется часть пространст-
ва, каждой точке которой поставлено в соответствие число. Очевидно, 

что с логической точки зрения понятие скалярного поля ничем не от-

1

1

-1-2 2
-1

y

x0

4−=u

4=u  

1=u  
2=u  

3=u  

Рис. 1.9.



 22

личается от понятия скалярной функции (но в теории поля эти функ-

ции изучаются в специальном физическом аспекте). Поэтому для изо-

бражения скалярных полей используют поверхности уровня (или ли-

нии уровня, если поле плоское: ),( yxfu = ). 

Б) Итак, с сожалением придется констатировать, что возможно-

сти графического изображения функций многих переменных, по-

видимому, исчерпаны, ибо уже для функции ),,( zyxfu =  ни один из 
рассмотренных ранее способов не применим. Это обстоятельство по-

будило одного из авторов (Л.Л. Великовича) предложить способ час-
тичного графического представления, пригодный для функций любо-

го числа переменных. Начнем издалека. 
Рассмотрим функцию )(xfy =  одного независимого перемен-

ного. Для нее, как известно, существует удобный способ графическо-

го изображения на плоскости yx0  – график функции, т.е. множество 

точек плоскости с координатами ))(;( xfx . 

Далее поступим так: «разорвем» систему координат yx0  на две 
части (точнее две оси: x0  и uy 00 = ) (см. Рис. 1.10). Тогда функция f  

каждую точку )( fDx∈  отображает в некоторую точку )(xf  оси 

uy 00 = , т.е. ufE 0)( ⊂ . 

 

 
 

Рассмотрим теперь функцию двух переменных ),( yxfu =  и для 
ее изображения «разорвем» систему координат xyz0  на две части: 

плоскость xy0  и ось uz 00 =  (см. Рис. 1.11). Тогда функция f  каж-

дую точку )(),( fDyxM ∈  отображает в некоторую точку 

),()( yxfMf =  оси uz 00 = , ufE 0)( ⊂ . 

0 x 0

y

uy ≡

f 

x 

Рис. 1.10 

0

x 0

u 

uz ≡

f 

y 

Рис. 1.11

),( yxM
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Аналогично поступим и с функцией ),,( zyxfu = . Правда, здесь, 

конечно, ничего не придется разрывать, а к системе координат xyz0  

придется добавить еще одну новую ось u0  (см. Рис. 1.12): ufE 0)( ⊂ . 

 

 

Теперь уже понятно как поступить с функцией 

),...,,( 21 nxxxfu = , где 4≥n . Ясно, что ее область определения мы 

увидеть не сможем («проклятие размерности» увы не преодолеть!). 

Но, по крайней мере, область ее значений доступна нашему взору (см. 

Рис. 1.13). 

 

1.4. Операция предельного перехода 

 

Математический анализ функций многих переменных осущест-
вляется по тому же сценарию, что и анализ функций одного перемен-

ного. В его основе лежит операция предельного перехода. (Для упро-

щения записей в дальнейшем, если не оговорено противное, речь бу-

дет идти о функциях двух переменных). 

Определение 1.18. Пусть функция ),()( yxfMfu ==  определе-
на в области D  и 0M  – предельная точка множества D . Число b  на-
зывается пределом, или предельным значением, функции )(Mf  в 

точке ),( 000 yxM , если 0>∀ε  существует число 0)( >εδ  такое, что 

из условия  

 

δρ << ),(0 0 MM      (1.1) 

 

Рис. 1.13. 

u

0

u
f 

0 

x 

0

u
f 

y 

Рис. 1.12. 

),,( zyxM  

uz  
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следует неравенство 

 

ε<− |)(| bMf              (1.2) 

 

Этот факт записывают символически так: 

 

bMf
MM

=
→

)(lim
0

      (1.3) 

 

или 

 

byxf

yy
xx

=
→
→

),(lim

0

0

           (1.3′) 

 

Примечание 1.3. ε  – «первично», т.е. задается первым, δ  – 

«вторично», ибо оно отыскивается по заданному ε . Именно это об-

стоятельство в определении 1.18 отображается записью )(εδ . 

Дадим геометрическую интерпретацию понятия предела.  
Прежде всего отметим, что условие (1.1) означает, что точка M  

принадлежит проколотой δ -окрестности точки 0M : ),( 0 δMOM ∈ . 

Далее, расписывая неравенство (1.2), получаем ⇔<− ε |)(| bMf  

);()()()( εεεεεε +−∈⇒+<<−⇔<−<−⇔ bbMfbMfbbMf .  

Итак, налицо причинно-следственная связь:  
 

),( 0 δMOM ∈         (1.4) 

   );()( εε +−∈⇒ bbMf  (1.5) 
 

Остается ее сформулировать и 

изобразить (см. Рис. 1.14). 

Число b  является преде-
лом функции )(Mfu =  в точке 

0M , если, и только если, како-

ва бы ни была ε -окрестность 

точки b оси u0 , найдется такая 

проколотая δ -окрестность 

точки 0M  в плоскости yx0 , 

что как только точка M попа-

ε+b

ε−b

Рис. 1.14. 

0 0x  x 

0y  

y 

δ 

0M  

M 
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u

b

0

f (M)
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дет в эту окрестность , соответствующее значения функции )(Mf  

попадет в ε -окрестность точки b. 

Дадим интерпретацию понятия предела на языке маленьких че-
ловечков (МЧ). 

Предположим, что на оси u0  находятся ворота в некоторый го-

род N , причем центр ворот в точке b , а их ширина ε2  (см. Рис. 1.14), 

а также – что в плоскости yx0  в окрестности точки 0M  находится от-
ряд диверсантов, цель которых проникнуть в город N . Когда насту-

пает ночь по особой команде два отряда маленьких человечков  

(стражей ворот) одновременно начинают сдвигать створки ворот 
ε−b  и ε+b  к центру b . У диверсантов имеется наблюдатель, кото-

рый сообщает им, с какой скоростью закрываются ворота. Теперь их 

задача найти такое δ , что если из точки ),( 0 δMOM ∈  запустить ди-

версанта (скажем, на дельтаплане), то он успеет проскочить через за-
крывающиеся ворота в город N , а ночью, усыпив стражу, впустить 

весь отряд в город. Если диверсантам удается осуществить свой план, 

то предельное значение функции )(Mfu =  в точке 0M  существует. 
Из свойств операции предельного перехода прежде всего необ-

ходимо отметить ее однозначность. 

Теорема 1.1. Если функция )(Mfu =  в точке 0M  имеет предел, 

то он единственный (Доказательство теоремы легко осуществить ме-
тодом от противного, опираясь на определение предела). 

Теорема 1.2. Для того, чтобы функция )(Mfu =  имела предел в 

точке 0M , равный b , необходимо и достаточно, чтобы для любой по-

следовательности точек ,...,..., 21 kMMM , имеющей пределом 0M , су-

ществовал bMf k
k

=
∞→

)(lim . 

Примечание 1.4. Говорят, что точка ),( 000 yxM  есть предел по-

следовательности точек ),...,(),...,,(),,( 222111 kkk yxMyxMyxM , если 

0>∀ε  можно найти такое натуральное число N , что для всех Nk >  

будет выполняться неравенство ερ <),( 0 kMM , т.е. все точки нашей 

последовательности, начиная с точки под номером 1+N , будут со-

держаться внутри круга радиуса ε , описанного около точки 0M . 

Теорема 1.2, которую можно было принять за еще одно опреде-
ление предела, дает реальный инструмент для исследования функций 

на предмет существования предела. 
Пример 1.5. Доказать, что предел функции  
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x
y

y
xyxf

1
sin

1
sin),( +=  

 

в начале координат равен нулю. 

Доказательство. Составим разность 
 

≤+=−+=−
x

y
y

x
x

y
y

xbyxf
1

sin
1

sin0
1

sin
1

sin),(  

 

yx
x

y
y

x
x

y
y

x +≤+=+≤
1

sin
1

sin
1

sin
1

sin , 

 

ибо 1sin ≤α  при любом α . Теперь понятно, что для произвольного ε  

из условий 
2

0
εδ <<< x  и 

2
0

εδ <<< y  следует, что +<
2

),(
ε

yxf  

εε
=+

2
. Ч.т.д. 

Примечание 1.5. При решении примера 1.5. мы «незаметно под-

менили» круговую окрестность точки )0,0(O  на квадратную. Закон-

ность этого поступка вытекает из следующего очевидного утвержде-
ния. 

Лемма. Для каждой квадратной (круговой) окрестности данной 

точки найдется круговая (квадратная) окрестность этой точки, содер-

жащаяся в данной квадратной (круговой) окрестности.  

Пример 1.6. Доказать, что функция f  в начале координат не 

имеет предела, где 
zxy

zxy
zyxff

−
+

== ),,( , причем 022 ≠+ yx  и 

0≠− zxy . 

Доказательство. 1) Предположим, что мы приближаемся к точ-

ке )0,0,0(O  по некоторому прямолинейному пути, не лежащему в 

плоскости yx0 . Пусть, скажем, atx = , bty = , ctz = , где 0≠c . На 
этой прямой имеет место: 
 

cabt

cabt

ctabt

ctabt
zyxf

−
+

=
−
+

=
2

2

),,( , 
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т.е. наша функция превращается в функцию одного переменного 

cabt

cabt
t

−
+

=)(ϕ   и 1)(lim
0

−=
−

=
→ c

c
t

t
ϕ . 

2) Возьмем теперь любую последовательность точек, лежащих в 

плоскости yx0 . Тогда предел ),,( zyxf  на этой последовательности 

будет равен 1+ , ибо для всех точек последовательности 0=z  и  

 

1),,(
0

==
−
+

=
= xy

xy

zxy

zxy
zyxf

z

. 

 

Остается воспользоваться теоремой 1.2. 

Пример 1.7. Доказать, что предел функции 
24

2

),(
yx

yx
yxf

+
=  в 

начале координат не существует. 
Доказательство. 1) Будем приближаться к началу координат по 

любому прямолинейному пути atx = , bty = . Тогда =),( yxf  

0),(
224

2

2244

22

→
+

=
+

⋅⋅
==

bta

bta

tbta

tbta
btatf  при 0→t , т.е. предел нашей 

функции в этом случае существует и равен нулю. 

2) Теперь рассмотрим поведение нашей функции для последова-
тельности точек, сходящейся к началу координат по параболе 2xy = . 

Имеем: 

2

1
),(),(

44

4
2 =

+
==

xx

x
xxfyxf  

 

и, значит, предел в этом случае равен 
2

1
. Остается воспользоваться 

теоремой 1.2. 

Возможности вычисления пределов значительно расширятся, 

если к рассмотренным фактам присовокупить следующее утвержде-
ние. 

Теорема 1.3. (арифметические операции над пределами) 

Пусть функции )(Mf  и )(Mg  определены на множестве D  и 

пусть bMf
MM

=
→

)(lim
0

, cMg
MM

=
→

)(lim
0

. Тогда: 

 



 28

( ) cbMgMf
MM

±=±
→

)()(lim
0

; 

 

bcMgMf
MM

=
→

)()(lim
0

; 

 

c

b

Mg

Mf

MM
=

→ )(

)(
lim

0

 при условии 0≠c . 

 

 Доказательство этой и многих других теорем о свойствах преде-
лов становятся существенно проще, если воспользоваться аппаратом 

бесконечно малых величин. 

Определение 1.19. Функция )(Mu α=  называется бесконечно 

малой при 0MM →  (в точке 0M ), если 0)(lim
0

=
→

M
MM

α . 

Нетрудно передоказать обычные свойства бесконечно малых 

функций. 

Р1 Сумма конечного (т.е. фиксированного) числа функций, бес-
конечно малых в точке 0M , также есть функция, бесконечно малая в 

этой точке. 
Р2 Произведение бесконечно малой функции в точке 0M  на ог-

раниченную функцию есть бесконечно малая функция в точке  0M . 

Кроме того, перечисленные свойства бесконечно малых хорошо 

работают при вычислении конкретных пределов. Вернемся, для ил-

люстрации сказанного, к примеру 1.5: 

 

0
1

sin
1

sinlim

0
0

=







+

→
→ x

y
y

x

y
x

. 

 

Теперь это утверждение установить достаточно легко. Поскольку 

0→x , 0→y , то x , y  – бесконечно малые величины, а 1
1

sin ≤
y

, 

1
1

sin ≤
x

 суть ограниченные функции. Поэтому 
y

x
1

sin , 
x

y
1

sin  – бес-

конечно малые функции и их сумма тоже есть бесконечно малая 

функция, и, значит, ее предел равен нулю. 
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Пусть )(Mα , )(Mβ  – бесконечно малые функции в точке 0M . 

Если  

 

C
M

M

MM
=

→ )(

)(
lim

0 β
α

     (1.6) 

 

причем 0≠C , то говорят, что функции )(Mα  и )(Mβ  одного поряд-

ка малости. В частности, при 1=C  бесконечно малые )(Mα  и )(Mβ  

называются эквивалентными. Если же 
 

0
)(

)(
lim

0

=
→ M

M

MM β
α

,            (1.7) 

 

то говорят, что функция )(Mα  является бесконечно малой более вы-

сокого порядка, и пишут )(βα o=  (читается так: о – малое). 
До сих пор речь шла о предельных значениях функций в точках 

с конечными координатами. Пусть теперь функция )(Mfu =  опреде-
лена на множестве D , которое содержит точки, сколь угодно удален-

ные от точки )0;0(O . 

Определение 1.20. Число b  называется пределом функции 

)(Mfu =  при ∞→M , если 00 >∃>∀ Rε  такое, что для любой точ-

ки M , удовлетворяющей условиям DM ∈ , RMO >),(ρ , выполняет-
ся неравенство ε<− bMf )( . 

Используются обозначения: 

 

bMf
M

=
∞→

)(lim  или byxf

y
x

=
∞→
∞→

),(lim     (1.8) 

И в заключение этого пункта рассмотрим еще один тип преде-
лов, имеющий смысл только для функций нескольких переменных - 

повторные пределы. Сама идея повторного предела вполне понятна – 

изучать предел функции при изменении только одной независимой 

переменной и фиксированных значениях остальных, а затем осущест-
влять предельный переход по другой переменной и т.д. 

Покажем как она реализуется. 

Пусть функция ),()( yxfMfu ==  определена в прямоугольни-

ке 
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} ||  , |:|),{( 2010 dyydxxyxQ <−<−= , 

кроме, быть может, отрезков 

прямых 0xx =  и 0yy = . При 

фиксированном значении пе-
ременной y  функция ),( yxf  

становится функцией одной 

переменной x . Пусть для лю-

бого фиксированного значения 

y , удовлетворяющего условию 

20  || 0 dyy <−< , существует 
предел функции ),( yxf  при 

0xx →  (этот предел зависит, 
разумеется, от y ): 

 

)(),(lim

20

0

||0
фикс. 

yyxf

dyy
y

xx
ϕ=

<−<
−
→

.          (1.9) 

 

Пусть, далее, предел функции )(yϕ  при 0yy →  существует и 

равен b : 

 

by
yy

=
→

)(lim
0

ϕ .          (1.10) 

 

Тогда говорят, что в точке ),( 000 yxM  существует повторный предел 

функции ),( yxf  и пишут: 
 

byxfyxf
xxyy

yy
xx

yx ==
→→

→
→

),(limlim),(lim
00

0

0

.       (1.11) 

 

При этом предел (1.9) называется внутренним пределом в по-

вторном. 

Аналогично определяется другой повторный предел: 

 

),(limlim),(lim
00

0

0

yxfyxf
yyxx

yy
xx

xy
→→

→
→

= ,           (1.12) 

 

10 dx −  

y 

x0 10 dx +0x  

0M  

20 dy −  

0x  

20 dy +  

Рис. 1.15. 



 31

в котором внутренним является  

 

),(lim

10

0

||0
фикс. 

yxf

dxx
x

yy

<−<
−
→

.        (1.13) 

 

Примечание 1.6. Понятие повторных пределов функции можно 

ввести и для того случая, когда точка ∞→0M  (по одной или обеим 

координатам). 

Пример 1.8. Как мы уже доказали 0
1

sin
1

sinlim

0
0

=







+

→
→ x

y
y

x

y
x

. Од-

нако у рассматриваемой функции не существует ни один из повтор-

ных пределов. В самом деле, начнем с очевидного наблюдения: так 

как функция 
x

y
y

xyxf
1

sin
1

sin),( +=  симметрична относительно x  и 

y , то достаточно доказать декларированное утверждение только для 

одного из повторных пределов. 

Имеем: 









+==

→→→→→

→
→ x

y
y

xyxfyxf
xxyxy

y
x

yx

1
sinlim

1
sinlimlim),(limlim),(lim

00000

0
0

. 

 

Но 0
1

sinlim
0

=
→ y

x
x

, а 
x

y
x

1
sinlim

0→
 не существует. Следовательно, не су-

ществует ),(lim

0
0

yxf

y
x

yx

→
→

. 

Примечание 1.7. Этот пример показывает, что может существо-

вать предел функции ),( yxf , хотя ни один из повторных пределов не 
существует. 

Пример 1.9. Как мы уже доказали для функции 

zxy

zxy
zyxff

−
+

== ),,( , где 022 ≠+ yx , 0≠− zxy , в начале координат 

предел не существует. Тем не менее, все повторные тройные пределы 

существуют и равны либо 1+ , либо 1− . Например,  
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11limlimlimlimlimlimlimlim
00

0

000000

0
0
0

===
−
+

=
−
+

→→








≠
≠→→→→→

→
→
→ yx

y

xyxzyx

z
y
x

xyz
xy

xy

zxy

zxy

zxy

zxy
. 

 

1)1(limlimlimlimlimlimlimlim
00)0(00000

0
0
0

−=−=
−

=
−
+

=
−
+

→→≠→→→→→

→
→
→ zxzzxyzx

z
y
x

xzy
z

z

zxy

zxy

zxy

zxy
. 

 

Пример 1.10. Докажем, что функция 
22

),(
yx

xy
yxf

+
=  

( 022 ≠+ yx ) не имеет предела в начале координат. 
Имеем: 

1)        0
0

lim
0

0
limlimlim),(lim

202202200

0
0

==
+
⋅

=
+

=
→→→→

→
→ xx

x

yx

xy
yxf

xxyx

y
x

xy  

 

0
0

lim
0

0
limlimlim),(lim

202202200

0
0

==
+
⋅

=
+

=
→→→→

→
→ yy

y

yx

xy
yxf

yyxy

y
x

yx . 

 

Значит, оба повторных предела существуют и равны между собой. 

 

2) Теперь будем подходить к началу координат по прямой xy = . То-

гда 
2

1
),(),(

22
=

+
==

xx

xy
xxfyxf . Следовательно, 

2

1
),(lim

0
0

=

=
→
→

yxf

xy
y
x

. 

Остается воспользоваться теоремой  1.2. 

Примечание 1.8. Факт несуществования предела функции 

22
),(

yx

xy
yxf

+
=  легко установить и без использования повторных 

пределов. Действительно, предположим, что точка ),( yxM  стремится 

к началу координат по прямой kxy =  (Рис. 1.16). При этом условии 

будем иметь:  

2222

2

022

0
0 1

limlim
k

k

xkx

kx

yx

xy

x

kxy
y
x +

=
+

=
+ →

=
→
→

.  
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Итак, приближаясь к началу коор-

динат по различным прямым, соот-
ветствующим разным значениям k , 

получаем разные предельные зна-
чения. Остается опереться на тео-

рему 1.2. 

Пример 1.11. Вычислить по-

вторные пределы функции  

dycx

byax
yxf

+
+

=),(  ( 0≠c , 0≠d )  

в начале координат. 
 

 

Решение.  

c

a

c

a

x

y
dc

x

y
ba

dycx

byax

dycx

byax

x

x
x

yx

x
x

yxyx
==



















+

+
=



















+
+

=
+
+

→

≠
−
→→

≠
−
→→→→ 0

0
фикс. 

00

0
фикс. 

0000
limlimlimlimlimlimlim . 

Аналогично 
d

b
yxf

xy
=

→→
),(limlim

00
. 

 

Теорема 1.4. (связь между повторными пределами функции и 

пределом функции) 

Пусть в точке ),( 000 yxM  существует предел функции ),( yxf , 

равный b , а также внутренние пределы в двух повторных пределах 

этой функции, а именно: ),(lim
0

yxf
yy→

 и ),(lim
0

yxf
xx→

. Тогда существу-

ют повторные пределы ),(limlim
00

yxf
yyxx →→

 и ),(limlim
00

yxf
xxyy →→

, причем 

каждый из них равен b . 

Замечание 1.6. Приведем упрощенную формулировку этой тео-

ремы: 

Теорема .41. ′  Если все повторные пределы существуют и предел 

функции существует, то все эти пределы между собой совпадают. 
 

1.5. Непрерывность функций 

 

Сама по себе идея непрерывности (точнее, непрерывного изме-
нения некоторой величины) значительно проще для восприятия, чем 

идея предельного значения функции, ибо у каждого человека, по 

x

y 

0 

Рис. 1.16. 
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крайней мере на интуитивном уровне, есть знание о непрерывном или 

скачкообразном (катастрофическом) изменении внешней среды. Ма-
тематически формализуют эту идею следующим образом. 

Определение 1.21. Пусть функция ),()( yxfMfu ==  определе-
на на множестве D  и пусть ),( 000 yxM  – предельная точка D , при-

надлежащая этому множеству. 

Функция )(Mfu =  называется непрерывной в точке 0M , если 

)()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

, т.е. предел функции в точке равен значению 

функции в этой точке. 
Развернем это определение следующим образом: 

Определение 1.21
′
. Приращением (точнее, полным приращением) 

функции )(Mfu =  в точке 0M  называется функция −=∆ )(Mfu  

)( 0Mf− , где DM ∈ . 

На координатном уровне: 0xxx −=∆ , xxxyyy ∆+=⇒−=∆ 00 , 

yyy ∆+= 0 ⇒ ),(),( 0000 yxfyyxxfu −∆+∆+=∆ . 

Вполне понятно, что условие непрерывности функции 

)()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

 эквивалентно условию  

 

0lim
0

=∆
→

u
MM

, или 0lim
0

=∆
→

u
ρ

               (1.14) 

 

где 22
0 ),( yxMM ∆+∆== ρρ  – расстояние между точками MM ,0 . 

Последнее условие читается так: бесконечно малому расстоянию ме-
жду точками соответствует бесконечно малое приращение функции и 

называется разностной формой условия непрерывности. На коорди-

натном уровне это выглядит так:  

 

0lim

0
0

=∆
→∆
→∆

u

y
x

.         (1.15) 

 

Пример 1.12. Покажем, что функция 22

yxu +=  непрерывна в 

любой точке плоскости. 

Рассмотрим приращение u∆  нашей функции в точке ),( 000 yxM : 

 



 35

=+−∆++∆+=−∆+∆+=∆ )()()(),(),( 2
0

2
0

2
0

2
00000 yxyyxxyxfyyxxfu

 
22

00 )()(22 yxyyxx ∆+∆+∆+∆= . 

 

Очевидно, 0→∆u  при 0→∆x , 0→∆y . Ч.т.д. 
 

Определение 1.23. Предельные точки области определения 

функции )(Mfu = , в которых функция не является непрерывной, на-
зываются точками разрыва этой функции. 

Замечание 1.7. Структура множества точек разрыва для случая 

функции нескольких переменных может быть весьма разнообразной. 

В случае функции двух переменных они могут образовывать некото-

рые линии – линии разрыва; для случая трех переменных точки раз-
рыва могут заполнять поверхности, которые называются поверхно-

стями разрыва. 

Пример 1.13. Функция 
yx

xy
yxf

+
=),(  имеет линию разрыва 

xy −= . 

Пример 1.14. Точки разрыва функции 
zyx

xyz
zyxf

++
=),,(  за-

полняют плоскость 0=++ zyx , которая проходит через начало ко-

ординат. 
Для функций нескольких переменных существует еще один тип 

непрерывности – непрерывность по одной переменной. 

Определение 1.24. Функция ),( yxfu =  называется непрерывной 

в точке ),( 000 yxM  по переменной x , если 0lim
0

=∆
→∆

ux
x

, где =∆ ux  

),(),( 0000 yxfyxxf −∆+=  есть частное приращение функции ),( yxf  

по переменной x . 

Аналогично определяется непрерывность функции по перемен-

ной y : 0lim
0

=∆
→∆

uy
y

, где =∆ uy ),(),( 0000 yxfyyxf −∆+  есть частное 

приращение функции по переменной y . 

Можно дать другое, эквивалентное, определение непрерывности 

по отдельной переменной. 

Определение 1.24
′
. Функция ),( yxfu =  называется непрерывной 

в точке ),( 000 yxM  по переменной x , если функция ),( 0yxf  одной 

переменной x  непрерывна в точке 0xx = . 
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Примечание 1.9. В отличие от непрерывности по отдельным пе-
ременным обычную непрерывность функции (Определение 1.21.) на-
зывают непрерывностью по совокупности переменных. 

Теорема 1.5. Если функция ),( yxfu =  определена в некоторой 

окрестности точки ),( 000 yxM  и непрерывна в самой точке 0M , то она 
непрерывна в этой точке по каждой из переменных. 

Замечание 1.8. Обратное утверждение неверно. Это показывает 
следующий пример. 

Пример 1.15. Доказать, что функция 









=+

≠+
+==

,0  если    ,0

,0  если  ,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxfu  

 

непрерывна в начале координат по каждой переменной x , y , но не 
является непрерывной в этой точке по совокупности переменных. 

Доказательство. Рассмотрим частное приращение нашей функ-

ции в точке )0,0(O  по переменной x : 

 

=−∆=−∆+=∆ )0,0()0,(),(),( 0000 fxfyxfyxxfux  

.0
0

0
)0,(

22
=

+∆
⋅∆

=∆=
x

x
xf  

 

Значит, и 0lim
0

=∆
→∆

ux
x

. Аналогично, 0lim
0

=∆
→∆

uy
y

. Следовательно, 

наша функция непрерывна по каждой из переменных. Однако, как по-

казано в Примере 1.10, предел функции 
22 yx

xy

+
 в начале координат 

не существует. Отсюда вытекает, что функция ),( yxf  не является не-
прерывной в точке )0,0(O . 

Перечислим основные свойства непрерывных функций. 

Теорема 1.6. (об арифметических операциях над непрерывными 

функциями). 

Если функции )(Mf , )(Mg  определены на множестве D  и не-
прерывны в точке DyxM ∈),( 000 , то функции )()( MgMf ± , 
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)()( MgMf  и 
)(

)(

Mg

Mf
 (частное при условии 0)( 0 ≠Mg ) непрерывны в 

точке 0M . 

Определение 1.25. Пусть функции ),( ztxx = , ),( ztyy =  опреде-
лены на множестве )},{( zt=∆  плоскости tz0 , Тогда каждой точке 

∆∈),( ztN  ставится в соответствие точка ),( yxM  плоскости xy0 . 

 
 

Множество всех таких точек M  обозначим DM =}{ . Пусть на мно-

жестве D  определена функция ),( yxfu = . Тогда будем говорить, что 

на множестве ∆  определена сложная функция )),(),,(( ztyztxfu = . 

(Переменные yx,  называют промежуточными аргументами). 

Теорема 1.7. (о непрерывности сложной функции) 

Если функции ),( ztxx = , ),( ztyy =  непрерывны в точке 
),( 000 ztN , а функция ),( yxfu =  непрерывна в точке ),( 000 yxM , где 

),( 000 ztxx = , ),( 000 ztyy = , то сложная функция )),(),,(( ztyztxfu =  

непрерывна в точке 0N  (Рис. 1.17). 

В заключение этого пункта рассмотрим непрерывность функции 

на множестве. 
Определение 1.26. Функция )(Mfu =  называется непрерывной в 

области D , если она непрерывна в каждой точке этого множества. 
Непрерывность функции в замкнутой области D  означает, что она 
непрерывна в области D , а в точках границы этой области имеет ме-
сто непрерывность при дополнительном условии, что точка 0MM → , 

оставаясь внутри области D . 

0z  

0 0 0 

z y u

t x 0t  

0y

0x

0N  

0M

∆ 

D 
0u

Рис. 1.17. 
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Определение 1.27. Множество точек пространства nE  называет-
ся ограниченным, если оно содержится в некотором гипершаре: 
 

22)0(2)0(
22

2)0(
11 )(...)()( Rxxxxxx nn ≤−++−+− . 

 

Функции, непрерывные в ограниченной замкнутой области, об-

ладают теми же (удобными для эксплуатации) свойствами, что и 

функции одной переменной, непрерывные на отрезке. 
Теорема 1.8. (о наибольшем и наименьшем значениях) 

Если в ограниченной замкнутой области D  функция )(Mfu =  

непрерывна, то она достигает в D  своего наибольшего и наименьше-
го значений, т.е. в D  существуют точки 1M , 2M , такие, что для лю-

бой точки DM ∈  имеют место неравенства: )()()( 21 MfMfMf ≤≤ . 

Теорема 1.9. (о промежуточном значении) 

Непрерывная в области D  функция )(Mfu = , переходя от од-

ного своего значения к другому, необходимо проходит каждое про-

межуточное значение, т.е. если DMM ∈21, , то )](),([ pk MfMfC∈∀ , 

где }2,1{},{ =pk , DMC ∈∃ , для которой CMf C =)( . 

Примечание 1.10. Эта теорема сохраняет силу и для открытых 

областей. 

 

1.6. Операция дифференцирования 

 

Пусть ),( yxM  внутренняя точка области определения функции 

),()( yxfMfu == . Мы уже не раз сталкивались с идеей изучения за-
висимости u  только от одной из переменных yx, . Дальнейшим раз-
витием этой идеи является частное дифференцирование. 

Рассмотрим частное приращение нашей функции в точке 
),( 000 yxM , соответствующее приращению аргумента x∆ :  

 

),(),( 0000 yxfyxxfux −∆+=∆ . 

 

Отношение 
x

ux

∆
∆

 является функцией одного аргумента x∆  (разумеет-

ся, при фиксированной точке ),( 000 yxM ). 
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Определение 1.28. Частной производной функции ),( yxfu =  по 

аргументу x  в точке 0M  называется предел  

 

x

ux

x ∆
∆

→∆ 0
lim          (1.16) 

  

(если он существует). Эта частная производная обозначается одним из 
символов: 

 

0Mx

u

∂
∂

, 

0Mx

f

∂
∂

, )( 0Mux , )( 0Mf x . 

 

Возможен другой (эквивалентный) подход. А именно: при фик-

сированном y  (скажем, 0yy = ) функция ),( yxfu =  становится функ-

цией одной переменной: ),( 0yxfu = . Производная этой функции од-

ной переменной и есть частная производная функции ),( yxf  по ар-

гументу x . Поэтому вычисление частных производных производится 

по тем же правилам, что и вычисление производных функций одной 

переменной. 

Пример 1.16. Рассмотрим уравнение Менделеева-Клайперона 

const
T

pV
= , описывающее состояние идеального газа: для данного 

количества (данной массы) идеального газа отношение произведения 

давления на объем к абсолютной температуре есть постоянная вели-

чина. 
Поскольку величина постоянной пропорциональна массе данно-

го газа, то окончательно имеем: mR
T

pV
= , где R  – газовая постоян-

ная, зависящая от природы газа. Очевидно, это уравнение позволяет 
определить одну из величин p , V , T  если известны две другие, при-

чем эти последние должны уже считаться независимыми переменны-

ми (см. таблицу) 

 

Независимые 
переменные 

pT,  VT,  Vp,  

Функции 
p

mRT
V =  

V

mRT
p =  

mR

pV
T =  
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Частные 
производные 

p

mR

T

V
=

∂
∂

; 

2p

mRT

p

V
−=

∂
∂

 

V

mR

T

p
=

∂
∂

; 

2V

mRT

V

p
−=

∂
∂

 

mR

V

p

T
=

∂
∂

; 

mR

p

V

T
=

∂
∂

 

 

Из таблицы подмечаем, что  

 

1
12

−=−=⋅−=−=





−⋅⋅=

∂
∂

⋅
∂
∂
⋅

∂
∂

mR

mR

pV

TmR

pV

mRT

V

mRT

mR

V

p

mR

V

p

p

T

T

V
. 

 

Если бы в левой части равенства мы произвели формальное сокраще-
ние, то получили бы не )1(− , а )1(+ . 

Этот факт показывает, что запись 
x

f

∂
∂

 для частной производной 

есть цельный символ, а не дробь как это было в случае функции од-

ной переменной, где 
dx

df
 означала частное двух дифференциалов. 

Из определения вытекает геометрический смысл частных про-

изводных. Пусть ),( yxfzu ==  есть непрерывная функция двух пе-
ременных, графиком которой является некоторая поверхность σ . 

Придадим переменным x , y  определенные значения 0xx = , 0yy = ; 

им на поверхности σ  соответствует точка )),(,,( 0000 yxfyxN . При 

нахождении частной производной 
x

u

∂
∂

 предполагается, что функция u  

является функцией только переменной x , тогда как переменное y  со-

храняет постоянное значение 0yy = , т.е. )(),( 10 xfyxfu == . Поэтому  

 

)(),( 0100

0

0

xfyxf
x

u
x

yy
xx

′=′=
∂
∂

=
=

.          (1.17) 

 

Функция )(1 xfz =  геометрически изображается кривой DNG , по ко-

торой поверхность σ  пересекается плоскостью 1π , проходящей через 
точку N  и параллельной плоскости xz0 . Учитывая геометрический 

смысл производной одного переменного, заключаем, что 

α=′ tg)( 01 xf , где KSN∠=α  есть угол наклона касательной NS  к кри-
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вой DNG  в точке N  к прямой 0yy = , 0=z , параллельной оси x0 . 

Таким образом, α=′ tg),( 00 yxf x , т.е. частная производная функции 

),( yxfu =  по x  в точке ),( 000 yxM  геометрически изображается тан-

генсом угла α  между осью x0  и касательной к кривой, полученной от 
сечения поверхности σ , являющейся геометрическим образом данной 

функции, плоскостью, параллельной плоскости zx0  и проходящей 

через точку )),(,,( 0000 yxfyxN , в точке N . 

 
 

Предполагая теперь, что 0xx = , а y  есть переменная величина, 
получим )(),( 20 yfyxfzu === . Отсюда 

 

)(),( 200

0

0

yfyxf
y

u
y

yy
xx

′=′=
∂
∂

=
=

.          (1.18) 

 

Геометрически функция )(2 yfz =  изображается кривой BNC , 

по которой поверхность σ  пересекается плоскостью 2π , проходящей 

через точку N  и параллельной плоскости zy0  (Рис. 1.18). Обозначая 

x 

T 

D

L C

G

S 

K 

β 

α 

N

y

z 

0 

0x  

0y

0M

B

Рис. 1.18.
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через LTN∠=β  угол между касательной NT  к кривой BNC  в точке 
N  и прямой: 0xx = , 0=z , параллельной оси y0 , аналогично преды-

дущему, получим: β=′ tg)( 02 yf , т.е. β=′ tg),( 00 yxf y . 

Физический смысл частных производных: 

0Mx

u

∂
∂

 – это скорость 

изменения функции в точке 0M  в направлении оси x0 . Аналогично 

0M
y

u

∂
∂

 это скорость изменения функции в точке 0M  в направлении 

оси y0 . 

Для дальнейшего нам потребуется формула, выражающая при-

ращение функции через ча-
стные производные. 

Теорема 1.10. Пусть в 

некоторой окрестности точ-

ки ),( 000 yxM  функция 

),( yxfu =  обладает первы-

ми частными производными 

и эти производные непре-
рывны в точке ),( 000 yxM . 

Тогда приращение функции 

может быть представлено в 

виде 
 

yxyyxfxyxfu yx ∆+∆+∆′+∆′=∆ 210000 ),(),( αα ,      (1.19) 

 

где  1α , 2α   –  бесконечно малые при 0→ρ , а  22 yx ∆+∆=ρ  – рас-
стояние между исходной точкой ),( 000 yxM  и сдвинутой точкой 

),( 00 yyxxM ∆+∆+  (см. Рис. 1.19). 

Доказательство этой теоремы опирается на обобщенную форму-

лу конечных приращений Лагранжа:  
yyyxfxyyxxfu yx ∆∆+′+∆∆+∆+′=∆ ),(),( 10000 θθ , 

где 10 <<θ , 10 1 <<θ .  

Равенство (1.19) можно переписать в следующем более удобном 

виде: 
 

x

y 

ρ 

0M  

0x xx ∆+0

),( 00 yyxxM ∆+∆+

0y  

yy ∆+0  

Рис. 1.19. 
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γρ+∆′+∆′=∆ yyxfxyxfu yx ),(),( 0000 ,          ( 91.1 ′ ) 
 

где γ  – бесконечно малая при 0→ρ . 

Следствие 1.1. Функция, обладающая непрерывными частными 

производными в точке 0M , и сама непрерывна в этой точке. 
Действительно, из равенства ( 91.1 ′ ) сразу следует 0lim

0
=∆

→
u

ρ
, 

что и говорит о непрерывности функции. 

Замечание 1.9. Если частные производные разрывны, то заклю-

чение следствия теряет силу. 

В самом деле, рассмотрим уже встречавшуюся нам функцию 
 








==

≠+
+==

.0  если    ,0

,0  если  ,
),(

22

22

yx

yx
yx

xy

yxfu  

 

Эта функция всюду обладает частными производными: 

 

( )








==

≠+
+

−
=′

,0  если    ,0

,0   ,
),(

22

222

23

yx

yx
yx

yxy

yxf x  

 

( )








==

≠+
+

−
=′

,0  если    ,0

,0   ,
),(

22

222

23

yx

yx
yx

xyx

yxf y  

 

и, тем не менее, она разрывна в точке )0,0(  как было ранее показано 

(см. Пример 1.15). 

Замечание 1.10. Теорема 1.10 является аналогом соответствую-

щей теоремы из одномерного анализа, согласно которой приращение 
функции, имеющей производную в точке 0x , представимо в виде: 

xxxfy ∆+∆′=∆ α)( 0 , где 0lim
0

=
→∆
α

x
. Аналогия, увы, не совсем полная, 

т.к. в Теореме 1.10 требуется не только существование конечных ча-
стных производных, но и их непрерывность в рассматриваемой точке. 
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Определение 1.29. Функция ),( yxfu =  называется дифференци-

руемой в точке ),( 000 yxM , если ее приращение может быть пред-

ставлено в виде (1.19) или в эквивалентной форме ( 91.1 ′ ). 
Из данного определения вытекает 
Следствие 1.2. Функция, дифференцируемая в точке ),( 000 yxM , 

непрерывна в этой точке (ибо 0→∆u  при 0→∆x , 0→∆y ). 

Разумеется обратное утверждение неверно. Например, функция 

 








==

≠+
+==

,0  если    ,0

,0  если   ,
),(

22

22

yx

yx
yx

xy

yxfu  

 

непрерывна на всей числовой прямой, но ее приращение не может 
быть представлено в виде (1.19) или ( 91.1 ′ ) в начале координат и, 

значит, функция не дифференцируема в точке )0,0(O . 

Из определения 1.2 очевидно, что дифференцируемая функция 

всегда обладает в соответствующей точке конечными первыми част-
ными производными. 

Обратное, опять-таки, неверно (см. Пример 1.15). 
 

Замечание-предупреждение 
Нельзя смешивать понятие дифференцируемости с фактом 

существования конечных частных производных. Здесь – различие со 

случаем функции одной переменной, поскольку там дифференцируе-
мость и наличие конечной производной – одно и  то же. 

 

Из теоремы 1.10 вытекает 
Теорема 1.11. Если в некоторой окрестности точки ),( 000 yxM  

функция ),( yxfu =  обладает первыми частными производными, не-
прерывными в точке 0M , то ),( yxf  дифференцируема в этой точке. 

Определение 1.30. Пусть функция ),( yxfu =  дифференцируема 
в точке ),( 000 yxM . Тогда выражение  
 

yyxfxyxfdu yx ∆′+∆′= ),(),( 0000                (1.20) 

 

называют полным дифференциалом первого порядка (или первым 

полным дифференциалом) функции ),( yxfu =  в точке 0M . 
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Поскольку xdx ∆= , ydy ∆=  (ведь дифференциал независимой 

переменной совпадает с её приращением), то формуле (1.20) можно 

придать более однородный вид: 

 

dyyxfdxyxfdu yx ),(),( 0000
′+′=     ( 02.1 ′ ) 

 

или еще так: 

 

dy
y

u
dx

x

u
du

∂
∂

+
∂
∂

= .     ( 02.1 ′′ ) 

 

Итак, мы видим, что полный дифференциал равен сумме част-
ных дифференциалов. 

 

Пример 1.17. Найдем полный дифференциал функции 

3 2 yxu += . 

Имеем 

( )3 223

2

yx

x

x

u

+
=

∂
∂

; 

( )3 223

1

yx
y

u

+
=

∂
∂

, причем в любой точ-

ке, отличной от начала координат, эти частные производные непре-
рывны, а, значит, функция дифференцируема и  

 

( ) ( )
dy

yx

dx

yx

x
du

3 223 22 3

1

3

2

+
+

+
= . 

 

В точке )0,0(O  функция, очевидно, непрерывна. Однако, она не 
дифференцируема. В самом деле, 
 

∞=
∆
∆

=
∆

−∆+
=

∂
∂

→∆→∆ x

x

x

fxf

x

u

xx

3 2

00
lim

)0,0()0,0(
lim ; 

 

∞=
∆
∆

=
∆

−∆+
=

∂
∂

→∆→∆ y

y

y

fyf

y

u

yy

3

00
lim

)0,0()0,0(
lim . 

 

Отметим две характерные особенности полного дифференциала: 
1) полный дифференциал линеен относительно x∆ ; y∆ ; 
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2) он отличается от приращения функции на величину γρ , яв-

ляющуюся бесконечно малой более высокого порядка малости, чем 
22 yx ∆+∆=ρ . 

Поэтому дифференциал называют главной линейной частью 

приращения функции. 

 

1.7. Применение полного дифференциала  

в приближенных вычислениях 

 

 Пусть функция ),( yxfu =  дифференцируема в точке ),( yx . 

Найдем ее полное приращение в этой точке: 
 

),(),( yxfyyxxfu −∆+∆+=∆ . 

Отсюда следует 
uyxfyyxxf ∆+=∆+∆+ ),(),( , 

 

где согласно выражениям ( 91.1 ′ ) и (1.20) 

 

yyxfxyxfduyyxfxyxfu yxyx ∆′+∆′=≈+∆′+∆′=∆ ),(),(),(),( γρ , 

 

поскольку 0→γ  при 0)()( 22 →∆+∆= yxρ  ( 0, →∆∆ yx ). 

 Таким образом, мы имеем приближенную формулу 

 

,),(),(),(

),(),(

yyxfxyxfyxf

duyxfyyxxf

yx ∆′+∆′+=
=+≈∆+∆+

   ( 02.1 ′′′ ) 

 

верную с точностью до бесконечно малых высшего порядка относи-

тельно x∆  и y∆ . 

 В качестве примера применения формулы 

( 02.1 ′′′ ) рассмотрим следующую задачу. 

 Задача. Вычислить объем материала, не-
обходимого для изготовления цилиндрическо-

го стакана с внутренним радиусом R, глубиной 

H и толщиной стенок k (Рис. 1.20). 

 Решение. Для иллюстрации эффективно-

сти применения формулы ( 02.1 ′′′ ) рассмотрим 

точное и приближенное решение этой задачи. 

H 
R 

k 

Рис. 1.20. 
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 а) Точное решение. Искомый объем V , очевидно, будет равен 

разности объемов внешнего и внутреннего цилиндров: 

 

)()( 2 kHkRVвнешн ++= π ,  HRVвнутр
2π= , 

 

откуда следует 
 

HRkHkRVVV внутрвнешн
22 )()( ππ −++=−=  

или 

[ ]322 )2()2( kkRHkRRHV ++++= π . )(∗  

 

б) Приближенное решение. Рассмотрим функцию двух перемен-

ных HRVHRf внутр
2),( π=≡ . Переменным R и H дадим приращения 

kHR =∆=∆ . Тогда функция ),( HRf  получит приращение f∆ , рав-

ное искомому объему V, т.е. fV ∆= . Отсюда на основании соотноше-
ния ( 02.1 ′′′ ) имеем приближенное равенство 

 
dffV ≈∆= , 

или 

H
H

HRf
R

R

HRf
V ∆

∂
∂

+∆
∂

∂
≈

),(),(
. 

 

Но поскольку 

 

RH
R

f π2=
∂
∂

,  2R
H

f π=
∂
∂

,  kHR =∆=∆ , 

 

то получим 

 

kRRHV )2( 2+≈ π .  )(∗∗  

 

 Сравнивая результаты )(∗  и )(∗∗ , видим, что они отличаются на 

величину [ ]32)2( kkRH ++π , состоящую из членов второго и третье-
го порядка малости относительно k. 
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1.8. Касательная плоскость и нормаль к поверхности.  

Геометрический смысл полного дифференциала  

функции двух переменных 

 

Рассмотрим непрерывную функцию двух переменных 

),( yxfu = , где Dyx ∈),( . График этой функции, т.е. множество точек 

}),()),(,,{( DyxyxfyxQ ∈= ,представляет собой поверхность в про-

странстве 3E . Пусть плоскость π  проходит через точку 

)),(,,( 00000 yxfyxN поверхности Q ; )),(,,( yxfyxN  – произвольная 

точка на поверхности Q ; 1N  – основание перпендикуляра, опущенно-

го из точки N  на плоскость π , т.е. 1N  – проекция точки N  на плос-
кость π . 

Определение 1.31.  Плоскость π , проходящая через точку 0N  

поверхности Q , называ-
ется касательной плоско-

стью к поверхности Q  в 

этой точке, если при 

0NN →  ( QN ∈ ) величи-

на ),( 1NNρ  является 

бесконечно малой более 
высокого порядка, чем 

),( 0NNρ , т.е. 
 

0
),(

),(
lim

0

1

0

=
∈
→ NN

NN

QN
NN ρ

ρ
 (1.21) 

 

Примечание 1.11. 

Требование (1.21) равно-

сильно следующему: угол между секущей 0NN  и касательной плоско-

стью стремится к нулю, когда 0→ρ , по какому бы закону точка N , 

оставаясь на поверхности Q , ни приближалась к 0N . 

Это утверждение сразу следует из соотношения  

 

0

1sin
NN

NN
=ϕ ,              (1.22) 

 

 

N

Q 

π 

ϕ 

1N
0N  

Касательная плоскость

Нормаль 

Рис.1.20а
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где ϕ  – угол между секущей 0NN  и плоскостью π  (см. прямоуголь-

ный треугольник 01NNN , Рис. 1.20а). 
Предположим теперь, что функция ),( yxfzu ==  дифференци-

руема в точке ),( 000 yxM . Тогда γρ+∆′+∆′=∆ yyxfxyxfz yx ),(),( 0000 , 

где 0lim
0

=
→

γ
ρ

, а 22 yx ∆+∆=ρ , или в других обозначениях: 

 

γρ+−′+−′=− ))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx .  (1.23) 

 

Оказывается, что если в равенстве (1.23) пренебречь числом γρ , 

бесконечно малым более высокого порядка малости, чем ρ , то мы 

получим уравнение касательной плоскости к поверхности Q  в точке 
),,( 0000 zyxN , где ),( 000 yxfz = . Развивая эту идею, приходим к ут-

верждению 

Теорема 1.12. Если функция ),( yxf  дифференцируема в точке 
),( 000 yxM , то поверхность Q , заданная уравнением ),( yxfz = , заве-

домо имеет касательную плоскость в этой точке, уравнение которой 

 

))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx −′+−′=−        (1.24) 

 

Замечание 1.11. Слева в формуле (1.24) стоит приращение ап-

пликаты касательной плоскости при переходе от точки 0N  к точке N , 

справа – дифференциал функции ),( yxf  в точке ),( 000 yxM . Значит, 
полный дифференциал функции двух переменных совпадает с при-

ращением аппликаты касательной плоскости. 

Замечание 1.12. Уравнение (1.24) показывает, что в нашем слу-

чае касательная плоскость не перпендикулярна к плоскости yx0 . 

Справедливо и обратное утверждение: если в точке 0N  поверхности 

Q , заданной уравнением ),( yxfz = , существует касательная плос-
кость, не перпендикулярная к плоскости yx0 , то ),( yxf  дифферен-

цируема в точке ),( 000 yxM . 

Замечание 1.13. Нормалью к поверхности Q  в точке 0M  называ-
ется прямая, проходящая через точку 0M  перпендикулярно к каса-
тельной плоскости. 
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Зная уравнение (1.24) касательной плоскости, нетрудно записать 

уравнение нормали. Действительно, перепишем уравнение (1.24) в 

виде: 
 

0)())(,())(,( 0000000 =−−−′+−′ zzyyyxfxxyxf yx .  (1.25) 

 

Значит, координаты нормального вектора плоскости (1.25) суть 
 

1 ),,( ),,( 0000 −′′ yxfyxf yx . 

 

С другой стороны, уравнение любой прямой, проходящей через точку 

),,( 0000 zyxN , имеет вид: 

 

p

zz

n

yy

m

xx 000 −
=

−
=

−
,         (1.26) 

 

где pnm  , ,  – координаты направляющего вектора прямой (т.е. векто-

ра, коллинеарного прямой). Остается положить в (1.26) 

 

1    ),,(   ),,( 0000 −=′=′= pyxfnyxfm yx . 

 

Окончательно получаем: 

 

1),(),(

0

00

0

00

0

−
−

=
′
−

=
′
− zz

yxf

yy

yxf

xx

yx

.              (1.27) 

 

Пример 1.18. Написать уравнение касательной плоскости и 

нормали к поверхности 44 yxz +=  в точке )2;1;1(0M . 

Решение. Находим частные производные и вычисляем их значе-
ния в заданной точке: 44

0

3 ==′
M

x xz ; 44
0

3 ==′
M

y yz . Согласно 

уравнению касательной плоскости (1.24) имеем:  

 

+−=− )1(42 xz )1(4 −y  или 0644 =−−+ zyx .         (1.28) 

 

Из (1.27) с учетом (1.28) записываем уравнение нормали: 
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1

2

4

1

4

1

−
−

=
−

=
− zyx

. 

 

1.9. Дифференцирование сложной функции. Полная производная. 

Полный дифференциал сложной функции 

 

Определение 1.32. Функцию нескольких переменных назовем 

непрерывно дифференцируемой в области D , если существуют и не-
прерывны в D  ее частные производные по каждой из независимых 

переменных. 

Рассмотрим сложную функцию двух независимых переменных 

(см. п.1.1.5, Определение 1.25). Пусть 

1) функция ),( yxfu =  непрерывно дифференцируема в области 

D  плоскости yx0 ; 

2) функции ),( ztxx = , ),( ztyy =  непрерывно дифференцируемы 

в области ∆  плоскости tz0 ; 

3) области ∆  и D  согласованы, т.е. если точка ∆∈),( zt , то соот-
ветствующая точка Dyx ∈),( . 

Предположим, что нам требуется 

найти частную производную данной 

сложной функции по переменной t . 

Рассмотрим в области ∆  две точки 

),( zt  и ),( ztt ∆+  (см. Рис. 1.21). Соот-
ветствующие частные приращения 

функций ),( ztx , ),( zty  и ),( yxf  будут 
),(),( ztxzttxxt −∆+=∆ ; 

),(),( ztyzttyyt −∆+=∆ ; 

),(),( yxfyyxxfu ttt −∆+∆+=∆ . 

Преобразуем ut∆  по обобщенной формуле конечных приращений и, 

разделив на t∆ , получим:  

 

t

y
yyxf

t

x
yyxxf

t

u t
ty

t
ttx

t

∆
∆

∆+′+
∆
∆

∆+∆+′=
∆
∆

),(),( 1θθ . 

 

Переходя в этом равенстве к пределу при 0→∆t  в силу непре-
рывности xf ′ и yf ′ , получим: 

 

t

z 

z 
zt,  ztt ,∆+  

t tt ∆+  

Рис. 1.21. 
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),(),(),(),( ztyyxfztxyxfu tytxt
′′+′′=′        (1.29) 

 

или в других обозначениях: 

 

t

y

y

u

t

x

x

u

t

u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

.     (1.30) 

 

Аналогично 

 

z

y

y

u

z

x

x

u

z

u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

.     (1.31) 

 

 Пример 1.19. Найти частные производные сложной функции 

)ln( 2 yxu += , где 
2ztex += , zty += 2 . 

 Решение. Находим частные производные 
 

yx

x
yx

yxx

u
x +
=′+

+
=

∂
∂

2

2

2

2
)(

1
,  

yx
yx

yxy

u
y +
=′+

+
=

∂
∂

2

2

2

1
)(

1
; 

 
22

)( 2 zt
t

zt ezte
t

x ++ =′+=
∂
∂

,  
22

2)( 2 zt
z

zt zezte
z

x ++ =′+=
∂
∂

; 

 

t
t

y
2=

∂
∂

,  1=
∂
∂

z

y
. 

 

Используя формулы (1.30) и (1.31), находим 

 

yx

txe
t

yx
e

yx

x

t

u zt
zt

+
+

=
+

+
+

=
∂
∂ +

+
222

)(2
2

12
2

2

; 

 

yx

xze

yx
ze

yx

x

z

u zt
zt

+
+

=⋅
+

+
+

=
∂
∂ +

+
222

14
1

1
2

2
2

2

. 

 

В последних выражениях необходимо вместо функций x и y подста-
вить их выражения: 

2ztex += , zty += 2 . 



 53

 Для случая большего числа переменных формулы (1.30) и (1.31) 

обобщаются естественным образом. Например, если ),,( zvuf=ω  

есть функция трех аргументов u, v, z, причем каждый из них зависит 
от независимых переменных x и y, то формулы (1.30) и (1.31) прини-

мают вид: 

 














∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

.

,

y

z

zy

v

vy

u

uy

x

z

zx

v

vx

u

ux

ωωωω

ωωωω

    (1.31а) 

 

 Введем понятие полной производной. Пусть задана функция 

),,( zyxfu = , где переменные x, y, z в свою очередь зависят от одного 

аргумента t: 
)(txx = ,  )(tyy = ,  )(tzz = . 

 

 По сути дела, u является функцией только одного переменного t 

и, значит, можно ставить вопрос о нахождении производной 
dt

du
. Эту 

производную и называют полной производной, которая вычисляется 

по первой из формул (1.31а): 
 

,
t

z

z

u

t

y

y

u

t

x

x

u

t

t

t

u

dt

du

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=  

 

где x, y, z – функции только одной переменной t. Следовательно, ча-

стные производные 
t

x

∂
∂

, 
t

y

∂
∂

 и 
t

z

∂
∂

 обращаются в обыкновенные, а 

1=
∂
∂
t

t
. Поэтому полная производная 

dt

du
 (в отличие от частной произ-

водной 
t

u

∂
∂

) принимает вид: 

 

dt

dz

z

u

dt

dy

y

u

dt

dx

x

u

t

u

dt

du

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= .      (1.31б) 
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 Найдем выражение для полного дифференциала сложной функ-

ции ),( yxfu = , ),( ztxx = , ),( ztyy = . Для этого подставляем выра-
жения (1.30) и (1.31) в формулу полного дифференциала (см. формулу 

( 02.1 ′′ )) 

 

dz
z

u
dt

t

u
du

∂
∂

+
∂
∂

= .     (1.31в) 

 

Тогда получим: 

dz
z

y

y

u

z

x

x

u
dt

t

y

y

u

t

x

x

u
du 








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= . 

 

Выполним следующие преобразования в правой части: 

 









∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= dz
z

y
dt

t

y

y

u
dz

z

x
dt

t

x

x

u
du .         )(∗  

 

Но по определению полного дифференциала функции 

 

dxdz
z

x
dt

t

x
=

∂
∂

+
∂
∂

, dydz
z

y
dt

t

y
=

∂
∂

+
∂
∂

. 

 

Тогда вместо )(∗  получим: 

 

dy
y

u
dx

x

u
du

∂
∂

+
∂
∂

= .     (1.31г) 

 

Из уравнений (1.31в) и (1.31г) следует, что выражение полного диф-

ференциала функции нескольких переменных (дифференциала перво-

го порядка) сохраняет прежний вид, т.е. форма первого дифференциа-
ла инвариантна, независимо от того являются ли x, y независимыми 

переменными или функциями независимых переменных. 

 Пример 1.20. Найти полный дифференциал сложной функции 
32 yxu = , ztx sin2= , zety 3= . 

 Решение. По формуле (1.31г) находим: 

++=+= )cossin2(232 23223 zdztzdttxydyyxdxxydu  
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).3(3 3222 dzetdtetyx zz ++  

Последнее выражение можно представить и так: 

+⋅+⋅= dtetyxztxydu z )33sin22( 2223  

dz
z

u
dt

t

u
dzetyxztxy z

∂
∂

+
∂
∂

=⋅+⋅+ )3cos2( 32223 . 

 

1.10. Производная от функции, заданной неявно 

 

 Пусть значения трех переменных x, y, z связаны между собой 

уравнением, которое, если все его члены перенести налево, в общем 

случае имеет вид 

 

0),,( =zyxF ,             (1.32) 

 

где ),,( zyxF  есть функция трех переменных, заданная в некоторой 

пространственной области V. 

 Если функция ),( yxfz = , определенная в некоторой области D 

на плоскости yx0  такова, что уравнение (1.32) при подстановке в не-
го вместо z выражения ),( yxf  обращается в тождество относительно 

x, y, то говорят, что функция ),( yxfz =  есть неявная функция, опре-
деляемая уравнением (1.32). Так, например, уравнение 
 

02222 =−++ Rzyx ,       (1.32а) 
 

разрешенное относительно z, неявно определяет следующие элемен-

тарные функции 
222 yxRz −−±= , 

 

поскольку подстановка в уравнение (1.32а) этих значений дает тожде-
ство 

0)( 222222 ≡−−−++ RyxRyx . 

 

Но не всякую неявно заданную функцию можно представить явно, 

т.е. в виде ),( yxfz = , где ),( yxf  – элементарная функция. Так, на-
пример, функция, заданная уравнением 
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0=−− zyexz , 

 

не выражается через элементарную функцию, т.е. это уравнение нель-

зя разрешить относительно x, y. Вопрос о существовании однозначной 

и непрерывной неявной функции будет рассмотрен в 1.12. 

 Отметим, что термин «явная функция» и «неявная функция» ха-
рактеризуют не природу функции, а способ ее задания. Так, каждая 

явная функция ),( yxfz =  может быть представлена и как неявная в 

виде 0),( =− yxfz . 

 Для нахождения частных производных неявной функции можно, 

не преобразовывая ее в явную, т.е. не представляя ее в виде 
),( yxfz = , продифференцировать уравнение 0),,( =zyxF  по пере-

менной x, считая consty =  (или по переменной y, считая constx = ), 

применяя правила дифференцирования, таблицу производных эле-
ментарных функций и считая переменную z функцией от x (или 

функцией от y). 

 Пример 1.21. Найти частные производные функции ),( yxfz = , 

заданной неявно уравнением 0=−− zyexz . 

 Решение. Дифференцируем уравнение по переменной x, считая 

consty =  (фиксировано), а z есть функция от х. Тогда получим: 

01 =′⋅−−′ x
z

x zyez . 

Отсюда находим частную производную: 

zx
ye

z
−

=′
1

1
. 

Аналогично, продифференцируем уравнение по переменной y, считая 

теперь, что constx = , а z – функция от y 

0=′⋅−−′ y
zz

y zyeez , 

откуда следует выражение для yz′ : 

z

z

y
ye

e
z

−
=′

1
. 

Оба выражения для xz′  и yz′  имеют смысл в тех точках (x;y), в кото-

рых 01 ≠− zye . Так же мы видим, что для нахождения значения част-
ных производных неявной функции при данных значениях ее аргу-

ментов x, y необходимо знать и значение функции z при данном зна-
чении x, y. 
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 Покажем, что частные производные неявной функции (1.32) 

можно также найти по формулам 

 

z

x
x

F

F
z

′
′

−=′ , 
z

y

y
F

F
z

′

′
−=′ ,     (1.32б) 

 

где 0≠′zF  в точках (x;y). 

 Действительно, пусть непрерывная функция ),( yxfz =  задается 

неявно уравнением (1.32), причем ),,( zyxF , ),,( zyxFx
′ , ),,( zyxFy

′  и 

),,( zyxFz
′  – непрерывные функции в некоторой пространственной 

области V, содержащей точку (x;y;z), координаты которой удовлетво-

ряют уравнению (1.32), т.е. 0)),(,,( ≡yxfyxF . Кроме того в точке 
(x;y) имеет место 0)),(,,( ≠′ yxfyxFz . Пусть y – фиксировано, а х по-

лучит приращение x∆ . Тогда функция ),( yxfz =  получит прираще-
ние ),(),()( yxfyxxfz x −∆+=∆ . Но поскольку 0)),(,,( ≡yxfyxF  и 

0)),(,,( ≡∆+∆+ yxxfyxxF  (точки )),(;;( yxfzyx =  и 

)),()(;;( yxxfzzyxx x ∆+=∆+∆+  должны удовлетворять уравнению 

(1.32)), то отсюда находим 

 

0),,())(,,( =−∆+∆+=∆ zyxFzzyxxFF x  

 

или в силу представления ( 91.1 ′ ) имеем 

 

0)(
),,(),,(

=+∆
∂

∂
+∆

∂
∂

=∆ γρxz
z

zyxF
x

x

zyxF
F ,     (1.32в) 

 

где 0lim
0

=
→

γ
ρ

, 0))(()( 22 →∆+∆= xzxρ  при 0→∆x , поскольку из 

дифференцируемости функции ),( yxfz =  следует, что 0)(lim
0

=∆
→∆

x
x

z . 

 Тогда из (1.32в) находим, что  

 

=
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),,(

),,(

),,(

/),,(
lim

0 zyxF

zyxF

zyxF

xzyxF

z

x

z

x

x ′
′

−=
′

∆+′
−=

→∆

γρ
 

 

при условии, что 0),,( ≠′ zyxFz  в точках );( yx , где, очевидно, что 

 

0limlimlim
000

=
∆

⋅=
∆ →∆→∆→∆ xx xxx

ργγρ
. 

 

Аналогично, считая, что х фиксировано, а у получает приращение y∆ , 

и повторяя предыдущие рассуждения, приходим ко второй формуле в 

(1.32б). 

 Таким образом, частные производные в примере (1.21) можно 

вычислить с помощью формул (1.32б), где zyexzzyxF −−=),,( . Для 
этого находим 

1−=′xF ,  z
y eF −=′ ,  z

z yeF −=′ 1 . 

Отсюда следует 
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1.11. Производная по направлению. Градиент 

 

Понятие частной производной (как производной вдоль коорди-

натной оси) допускает естественное обобщение, рассматриваемое в 

теории скалярного поля. Напомним, что скалярным полем называют 
часть пространства, каждой точке которой поставлено в соответствие 
число (см. п.1.1.3, Замечание 1.5). Пусть в некоторой области V  зада-

но скалярное поле ),,()( zyxMu ϕϕ == . 

Зафиксируем в данной точке ),,( 0000 zyxM  

поля некоторый единичный вектор 

+= αcosie o
 γβ coscos kj


+  и возьмем на 

направлении l  этого вектора точку 

),,( zyxM , отстоящую от 0M  на расстоянии 

l∆ . Разность  

 

)()( 0MM ϕϕϕ −=∆  

 

oe


 

l∆  

l  M  

0M  

Рис. 1.22.
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определяет изменение (или приращение) поля при переходе от точки 

0M  к точке M , а отношение 
 

l

MM

l ∆
−

=
∆
∆ )()( 0ϕϕϕ

       (1.33) 

 

определяет среднюю скорость изменения поля ϕ  на участке l∆ . 

Определение 1.33. Предел отношения (1.33) при 0→∆l  называ-
ется производной поля )(Mϕ  в точке 0M  по данному направлению l  

и обозначается символом: 

 

l

MM

ll

u

ll ∆
−

=
∆
∆

=
∂
∂

→∆→∆

)()(
limlim 0

00

ϕϕϕ
.      (1.34) 

 

Очевидно, производная 
l∂

∂ϕ
 как предел средней скорости изме-

нения поля определяет скорость изменения поля в данной точке 0M  в 

направлении oe


. Установим формулу для ее вычисления в предполо-

жении, что в точке 0M  существуют 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

, 
z

u

∂
∂

. Так как прямая l  

проходит через точки ),,( 0000 zyxM  и ),,( zyxM , то ее каноническое 
уравнение можно записать в виде: 
 

γβα coscoscos

000 zzyyxx −
=

−
=

−
.       (1.35) 

 

Обозначая, как обычно, величину отношения через t : 

 

t
zzyyxx

=
−

=
−

=
−

γβα coscoscos

000 ,         (1.36) 

 

получаем 

 









+=
+=
+=

γ
β
α

cos

cos

cos

0

0

0

tzz

tyy

txx

           (1.37) 
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Покажем, что lt ∆=  – длина отрезка MM 0 . Действительно, из 
(1.37) вытекает: 
 

( ) ( ) ( )
⇒=++=

−
+

−
+

−
1coscoscos 222

2

2
0

2

2
0

2

2
0 γβα

t

zz

t

yy

t

xx
 

 

⇒=−+−+−⇒ 22
0

2
0

2
0 )()()( tzzyyxx  

 

.)()()( 22
0

2
0

2
00 ttzzyyxxMMl ==−+−+−==∆⇒       (1.38) 

 

Примечание 1.12. При выводе мы опирались на известное из 
аналитической геометрии свойство направляющих косинусов векто-

ра: сумма их квадратов равна единице. 
В точках ),,( zyxM , лежащих на l , функция ),,( zyxϕ  является 

функцией одной переменной t : 

 

)())(),(),((),,( ttztytxzyx ψϕϕ == .   (1.39) 

 

Покажем, что 

 

dt

td

l

)(ψϕ
=

∂
∂

.     (1.40) 

 

Действительно, по определению 
l∂

∂ϕ
 с учетом (1.37) и (1.38) по-

лучаем: 

 

dt

td

t

t

l

zyxtztytx

l

zyxzyx

l

t

l

l

)()0()(
lim

),,()cos,cos,cos(
lim

),,(),,(
lim

0

000000

0

000

0

ψψψ

ϕγβαϕ

ϕϕϕ

=
−

=

=
∆

−+++
=

=
∆
−

=
∂
∂

→

→∆

→∆

   (1.41) 

 

Применяя теперь формулу дифференцирования сложной функ-

ции, находим:  
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dt

dz

zdt

dy

ydt

dx

xdt

td

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕϕϕψ )(

.      (1.42) 

 

Но из (1.37) следует    αcos=
dt

dx
;   βcos=

dt

dy
;   γcos=

dt

dz
         (1.43)  

 

(ибо величины 0x , 0y , 0z , αcos , βcos , γcos  не зависят от перемен-

ной t ). Подставляя (1.43) в (1.42), окончательно получаем: 

 

γϕβϕαϕϕ
coscoscos

zyxdl

d

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= .       (1.44) 

 

Пример 1.22. Найти производную функции xyzu =  по направ-

лению l  от точки )1,1,1(0M  к точке )2,2,2(M . 

Решение.  
Шаг 1. Находим частные производные данной функции и вычисляем 

их значения в точке 0M : 

1
0
==

∂
∂

M
yz

x

u
;  1

0
==

∂
∂

M
xz

y

u
;  1

0
==

∂
∂

M
xy

z

u
. 

 

Шаг 2. Находим координаты вектора )1;1;1(0 =MM . 

Шаг 3. Находим длину вектора MM 0 : 

3111 222
0 =++=MM . 

Шаг 4. Нормируем вектор MM 0 : 

)cos,cos,(cos
3

1
;

3

1
;

3

1 γβα=





=oe


. 

Шаг 5. Применяя формулу (1.44), находим: 

3
3

3
1

3

1
1

3

1
1

3

1
==⋅+⋅+⋅=

∂
∂

l

u
. 

 

Замечание1.14. В случае плоского поля ),( yxϕϕ =  имеет место: 

ααπβ sin
2

coscos =





 −= , 0cos =γ . Поэтому формула (1.44) прини-

мает следующий вид: 
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αϕαϕϕ
sincos

yxl ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

.       (1.45) 

 

Рассмотрим еще одну (уже век-

торную) характеристику скалярного по-

ля. Пусть дано скалярное поле 
),,( zyxu ϕ= , причем функция ϕ  имеет 

частные производные 
x∂

∂ϕ
, 

y∂
∂ϕ

, 
z∂

∂ϕ
 в 

точке ),,( zyxM . 

Определение 1.34. Вектор k
z

j
y

i
x



∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ϕϕϕ

 называется гради-

ентом скалярного поля ϕ  (градиентом функции ϕ ) и обозначается 

символом 

 

k
z

j
y

i
x



∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
ϕϕϕϕgrad .           (1.46) 

 

Направляющие косинусы градиента определяются по формулам: 

 

|grad|
cos

ϕ
ϕα x
′

= ;  
|grad|

cos
ϕ

ϕ
β y

′
= ;  

|grad|
cos

ϕ
ϕγ z
′

= ,  (1.47) 

 

где 
 

222 |grad| zyx ϕϕϕϕ ′+′+′=           (1.48) 

 

Говорят, что скалярным полем ϕ  порождается векторное поле 
градиента ϕ . 

Установим связь между градиентом и производной по направле-
нию, и выясним физический смысл градиента. 

Возьмем в поле )(Mϕϕ =  точку M  и найдем )(grad Mϕ . Прове-
дем через точку M  некоторое направление l , образующее с осями 

координат углы α , β , γ . Пусть γβα coscoscos kjie o
 ++=  – еди-

α 

β 

y 

x 0 

l


Рис. 1.23. 
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ничный вектор направления l . Найдем скалярное произведение  век-

торов oe


 и )(grad Mϕ : 

 

zyx
Me o

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅=⋅

ϕγϕβϕαϕ coscoscos)(grad


   (1.49) 

 

 

Напомним, что скалярное про-

изведение некоторого вектора на ка-
кой-нибудь единичный вектор равно 

проекции данного вектора на этот 
единичный вектор. Таким образом, 

левая часть полученного равенства 
представляет собой проекцию 

)(grad Mϕ  на l :  

 

 

)(grad)(gradПр MeM o
e ϕϕ ⋅=      (1.50) 

 

Правая же часть равна 
l∂

∂ϕ
. Значит, 

l
Me ∂

∂
=

ϕϕ )(gradПр       (1.51) 

 

При изменении направления l  изменяется и проекция 

ϕgradПрe . Очевидно, эта проекция будет иметь наибольшее положи-

тельное значение в том случае, когда направление l  совпадает с век-

тором )(grad Mϕ . Учитывая физический смысл производной по на-
правлению и формулу (1.51), убеждаемся в том, что вектор )(grad Mϕ  

по величине и направлению есть наибольшая скорость возрастания 

функции )(Mϕ  в данной точке. 
В этом и состоит физический смысл градиента. На указанном 

свойстве градиента основано его широкое применение как в матема-
тике так и в других науках. В частности, в электрическом поле гради-

ент есть наибольшая скорость возрастания потенциала. 

Рис.1.24. 

y

z 

x 

0 

M 

)(gradПр Me ϕ  
l 

oe


 

)(grad Mϕ



 64

Покажем, что вектор )(grad Mϕ  направлен по нормали к по-

верхности уровня скалярного поля )(Mϕ , проходящей через точку 

M . 

Уравнение поверхности уровня имеет вид: Czyx =),,(ϕ . Урав-

нение нормали к этой поверхности: 

 

zzx

zZyYxX

ϕϕϕ ′
−

=
′
−

=
′
−

          (1.52) 

 

(Здесь X , Y , Z  – координаты текущей точки нормали; x , y , z  – ко-

ординаты точки поверхности, в которой проведена нормаль). Сравни-

вая формулы (1.46) и (1.52), замечаем, что проекции направляющего 

вектора нормали (т.е. вектора, коллинеарного нормали) к поверхности 

уровня в точке ),,( zyxM  являются проекциями вектора )(grad Mϕ . 

Следовательно, вектор )(grad Mϕ  направлен по нормали к этой по-

верхности. Отсюда, например, вытекает, что градиент электрического 

потенциала всюду направлен по нормали (внутренней) к эквипотен-

циальной поверхности. 

Замечание 1.15. В случае плоского поля ),( yxϕϕ =  вектор 

j
y

i
x

M


∂
∂

+
∂
∂

=
ϕϕϕ )(grad  направлен по нормали к линии уровня этого 

поля, проходящей через точку ),( yxM . 

Пример 1.23. Найти наибольшую скорость возрастания функ-

ции 222 zyxu ++=  в точке )1,1,1(M . 

Решение. Имеем:  

kzjyixu


222grad ++= , 

kjiu


222)1,1,1(grad ++= , 32222 |)1,1,1(grad| 222 =++=u . 

Значит, 32max =u . Поверхность уровня, проходящая через точку 

)1,1,1(M  – сфера 3222 =++ zyx . Наибольшая скорость возрастания 

функции u  будет в направлении радиуса этой сферы, проходящего 

через точку )1,1,1(M . 

В заключение этого пункта перечислим дифференциальные 
свойства градиента, которые вытекают из определения градиента и 

известных правил дифференцирования. 

1. 2121 gradgrad)grad( ϕϕϕϕ ±=± . 
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2. ϕϕ grad)grad( CC = , где constC = . 

3. 211221 gradgrad)grad( ϕϕϕϕϕϕ += . 

4. 
2
2

2112

2

1 gradgrad
grad

ϕ
ϕϕϕϕ

ϕ
ϕ −

=  ( 02 ≠ϕ )  

5. ϕ
ϕ

ϕ grad
d

dF
F ⋅=)(grad . 

 

1.12. Отображение плоских областей. Определитель Якоби 

 

Тематика, которую мы обсудим в настоящем пункте, является 

обобщением параграфа 1.10, посвященного неявной функции, и нахо-

дит свое применение при вычислении двойных (и сводящихся к ним) 

интегралов методом замены переменных. 

А) Аффинное отображение.  
Разберем предварительно один частный случай общей задачи, 

которую мы изучим далее. 
Рассмотрим две плоскости, на одной из которых введем  прямо-

угольные координаты ),( vu , а на другой прямоугольные координаты 

),( yx . Связь между плоскостями зададим с помощью уравнений 

 

,
2221

1211





+=
+=

vauay

vauax
     (1.53) 

 

где 11a , 12a , 21a , 22a  – любые действительные числа. Очевидно, плос-
кость ),( vu  при помощи системы уравнений (1.53) отображается на 
плоскость ),( yx  (или ее часть). 

Определение 1.35. Отображение определяемое уравнениями 

(1.53), назовем аффинным. 

Возникает вопрос: при каких условиях уравнения (1.53) задают 
отображение плоскости ),( vu  на всю плоскость ),( yx ? 

Очевидно, эта проблема эквивалентна следующей: при каких 

условиях система (1.53) разрешима относительно переменных u , v? 

Поскольку (1.53) можно рассматривать как систему двух линей-

ных алгебраических уравнений с неизвестными u , v  и свободными 

членами x , y , то согласно правилу Крамера, достаточно потребовать, 

чтобы главный определитель системы 
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021122211
2221

1211 ≠−== aaaa
aa

aa
I . 

 

Итак, если 0≠I , то система (1.53) дает взаимно однозначное 
отображение плоскости ),( vu  на плоскость ),( yx , т.е. каждой точке 

),( vu  сопоставляется единственная точка ),( yx  и обратно. 

Если же 0=I , то приходим к совсем другой ситуации. Разберем 

возможные случаи. 

Пусть 0=I , и хотя бы один из миноров матрицы 








2221

1211

aa

aa
 не 

равен нулю, скажем 011 ≠a . Тогда из (1.53) находим: 

 

11

12

a

vax
u

−
=  

 

=
−−

=+
−

⋅=+=
11

2211122121
22

11

12
212221

)(

a

vaaaaxa
va

a

vax
avauay  

 

.
0

11

21

11

21

11

21 x
a

a

a

vxa

a

vIxa
=

⋅+
=

⋅+
=  

 

Следовательно, вся плоскость ),( vu  отображается в плоскости ),( yx  

на прямую x
a

a
y

11

21= , проходящую через начало координат. Значит, в 

рассматриваемом случае отображение (1.53) переводит открытое 
множество, коим является вся плоскость, в прямую, т.е. во множест-
во, вовсе не содержащее внутренних точек (сколь бы малую окруж-

ность мы ни описали около некоторой точки, она будет содержать, 

помимо точек, принадлежащих прямой, и другие точки). Очевидно, 

это отображение не является взаимно однозначным. Например, точке 
)0,0(  на плоскости ),( yx  соответствует на плоскости ),( vu  целая 

прямая: 01211 =+ vaua  (или, что тоже, 02221 =+ vaua ). 
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Пусть теперь 0=I  и все миноры матрицы 








2221

1211

aa

aa
 равны ну-

лю, т.е. 022211211 ==== aaaa . Тогда очевидно, что все точки плос-
кости ),( vu  отображаются на одну единственную точку 0== yx . 

Вывод: если 0=I , то уравнения (1.53) отображают всю плос-
кость ),( vu  или на прямую, или на точку, т.е. на геометрические обра-
зы меньшего числа измерений (такого рода отображение называют 
вырожденным). 

Замечание 1.16. Двум случаям 0≠I  и 0=I  можно дать сле-
дующую (функциональную) интерпретацию, а именно: x , также как и 

y , есть функция двух независимых переменных. Если 0≠I , то эти 

две функции независимы, т.е. каждой из них можно придать любые 
значения вне зависимости от значения другой. Если же 0=I , то эти 

две функции зависимы, так как, задав значение одной из них, мы по-

лучим для другой вполне определенное значение. 

Замечание 1.17. Из (1.53) вытекает 11a
u

x
=

∂
∂

; 12a
v

x
=

∂
∂

; 21a
u

y
=

∂
∂

; 

22a
v

y
=

∂
∂

. Значит, 

.
),(

),(

vuD

yxD

v

y

u

y
v

x

u

x

I =

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

 

Такие определители в математике называют определителями 

Якоби (Карл Густав Якоби (1804 – 1851) – немецкий математик) или 

функциональными определителями. 

Пример 1.24. Пусть 




−=
−=

vuy

vux

2

42
. Здесь 0

21

42
=

−
−

=I . Умножая 

второе уравнение системы на 2, заключаем, что xyyx
2

1
2 =⇒= , т.е. 

вся плоскость ),( vu  отображается на прямую xy
2

1
= . 

Б) Функции, определяемые системой уравнений (неявные функ-

ции). 

Для дальнейшего нам достаточно ограничиться следующим спе-
циальным случаем. 
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Пусть даны два уравнения с четырьмя неизвестными: 

 





=
=

,0),,,(

,0),,,(

tzyx

tzyxf

ϕ
     (1.54) 

 

где за независимые переменные мы принимаем x , y . Установим ус-
ловия, при которых система (1.54) разрешима относительно перемен-

ных z , t . Пусть функции f , ϕ  имеют непрерывные частные произ-
водные первого порядка по всем аргументам и пусть  
 





=
=

.0),,,(

,0),,,(

nmba

nmbaf

ϕ
     (1.55) 

 

Для того, чтобы первое уравнение из (1.54) можно было бы разрешить 
относительно z  в некоторой окрестности точки ),,,( nmba , достаточ-

но, чтобы  

 

0),,,( ≠′ nmbaf z .     (1.56) 

 

Допустим, что это условие выполнено. Тогда мы можем из первого 

уравнения системы (1.54) найти  

 

),,(1 tyxz ϕ=           (1.57) 

 

и подставить во второе: 
 

0)),,,(,,( 1 =ttyxyx ϕϕ .       (1.58) 

 

Для того, чтобы полученное уравнение можно было бы разрешить от-
носительно t , достаточно, чтобы в точке ),,,( nmba  выполнялось ус-
ловие: 
 

0≠
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
dt

z

ztdt

d ϕϕϕ
.     (1.59) 

 

Но по правилу дифференцирования неявной функции 
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z

f
t

f

t

z

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

.     (1.60) 

 

Поэтому условие (1.59) перепишется так: 

 

0≠
















∂
∂
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

z

f
t

f

zt

ϕϕ
.           (1.61) 

 

Откуда 
 

0≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

z

f
t

f

zz

f

t

ϕϕ

.     (1.62) 

 

Поскольку 0≠
∂
∂

z

f
, то из (1.62) заключаем: в точке ),,,( nmba  должно 

иметь место соотношение: 
 

0≠
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

t

f

zz

f

t

ϕϕ
     (1.63)  

 

или 

 

0≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

z

f

t

f
zt

ϕϕ

.       (1.64) 

 

Определение 1.36. Определитель, стоящий в левой части соот-
ношения (1.64), называется определителем Якоби функций ϕ , f  по 

переменным t , z  и обозначается следующим образом: 
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z

f

t

f
zt

ztD

fD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

ϕϕ
ϕ

),(

),(
.      (1.65) 

 

Примечание 1.13. Определитель Якоби называют также якобиа-
ном, или еще – функциональным определителем.  

Итак, имеет место 

Теорема 1.13. Для того, чтобы система уравнений (1.54) была 
разрешима в некоторой окрестности начальной точки ),,,( nmba  от-
носительно переменных  z , t , достаточно, чтобы: 

1) данные уравнения удовлетворялись координатами начальной 

точки, т.е. выполнялась система равенств (1.55); 

2) левые части равенств (1.54) были непрерывными функциями 

и имели бы непрерывные частные производные в рассматри-

ваемой окрестности; 

3) определитель Якоби 
),(

),(

ztD

fD ϕ
, взятый от левых частей урав-

нений по этим переменным, не равнялся нулю в начальной 

точке. 
 

В) Примеры отображения плоских областей. Локально одно-

значная обратимость. 

Пусть даны две функции 

 





=
=

),,(

),,(

vuy

vux

ψ
ϕ

         (1.66) 

 

определенные в области ∆  плоскости ),( vu . Предположим, что в этой 

области функции ϕ  и ψ  непрерывны и имеют непрерывные частые 
производные по обеим переменным. Если ввести в рассмотрение 
плоскость ),( yx , то можно сказать, что система уравнений (1.66) ото-

бражает область ∆  в плоскость ),( yx , т.е. на плоскость ),( yx  или ее 
часть. 

Определение 1.37. Совокупность D  всех полученных точек 

),( yx  будем называть образом области ∆ , саму область ∆  – прообра-
зом множества D . 
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Определение 1.38. Если каждой точке ∆∈),( vu  соответствует 
единственная точка Dyx ∈),(  и обратно, то отображение (1.66) назы-

вается взаимно однозначным. 

Примечание 1.14. Именно взаимно однозначные отображения 

областей потребуются нам при вычислении двойных интегралов. Но, 

вполне понятно, что большинство отображений не будет обладать 

этим свойством. 

Пример 1.25. Рассмотрим область ∆ , определяемую неравенст-

вами: 
π
π

20

20

<<
<<

v

u
. (см. Рис. 1.25) 

 

(т.е. ∆  – это внут-
ренность квадрата 
OACB ) 

 

 

 

Пусть в области ∆  

определены функ-

ции 




=
=

vy

ux

cos

sin
. 

Очевидно, точ-

ки ),( yx  заполняют внутренность квадрата D : 11 <<− x , 11 <<− y .  

В самом деле, достаточно рассмотреть два графика (см. Рис. 
1.26). 

 

 
 

Рис. 1.26.
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Глядя на Рис. 1.26, подмечаем даже больше: внутренность квадрата 
OACB  отображается почти на весь квадрат D , включая отрезки гра-
ницы: 1±=x , 1−=y ; исключением является только отрезок: 1=y . 

Т.е. образом ∆  при нашем отображении служит множество точек, оп-

ределяемых системой неравенств: 11 ≤≤− x , 11 <≤− y . 

Легко видеть, что отображение D→∆  не взаимно однозначное. 

Например, точки 







3
;

6
1

ππ
M , 








3

5
;

6
2

ππ
M , 








3
;

6

5
3

ππ
M , 








3

5
;

6

5
4

ππ
M  

квадрата OACB  переходят в одну и ту же точку 







2

1
;

2

1
N  квадрата D . 

В свете ранее сказанного (см. Примечание 1.14) попробуем сузить 

рассматриваемое отображение до взаимно однозначного. 

В самом деле, рассмотрим область ∆′ : 
2

0
π

<< u , 
2

0
π

<< v  в 

плоскости ),( vu . Очевидно (см. Рис.1.25), эта область взаимно одно-

значно отобразится  (при нашем соответствии) на внутренность квад-

рата D′ : 10 << x ; 10 << y  (см. Рис. 1.27). 

 
Замечание 1.18. Ситуация, с которой мы столкнулись в примере 

1.25, оказывается достаточно типичной. Именно, пусть ),( 00 vu  неко-

торая точка области ∆ , в которой определены функции (1.66), и 

пусть, кроме того, якобиан функций ϕ , ψ : 

 

vu

vu
vuJ

ψψ
ϕϕ
′′
′′

=),(  

 

y

x 

1

1

D′

0

v 

u0 

∆′  

π 

π 

2

π
 

2

π
 

Рис. 1.27.
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не равен нулю в точке ),( 00 vu , т.е. 
 

0),( 00 ≠vuJ .          (1.67) 

 

Если обозначить 000 ),( xvu =ϕ , 000 ),( yvu =ψ , то как было пока-
зано в подпункте Б) данного пункта 1.1.10 (см. теорему 1.13) уравне-

ния (1.66): 




=
=

),(

),(

vuy

vux

ψ
ϕ

 разрешимы относительно переменных u , v  и в 

некоторой окрестности точки ),( 00 yx  определяют u , v  как функции 

x , y : 

 

 ),( yxu ϕ= , ),( yxv ψ= ,           (1.68) 

 

причем ),( 000 yxu ϕ= , ),( 000 yxv ψ=  и функции ϕ , ψ  непрерывны  в 

рассматриваемой окрестности точки ),( 00 yx . 

Итак, при соблюдении указанных условий отображение (1.66) 

взаимно однозначно отображает некоторую окрестность 1∆  точки 

),( 00 vu  на окрестность 1D  точки ),( 00 yx  (Рис. 1.28). 

 

 
 

Определение 1.39. Если описанная ситуация имеет место в каж-

дой точке некоторой области ∆  плоскости ),( vu , то будем говорить, 

что соответствующее отображение локально однозначно обратимо. 

Рис. 1.28 

0 00u 0x xu

0y

yv 

0z  

∆  
),( ψϕ

1D  D 

1∆  
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Сейчас мы приведем пример, из которого будет видно, что из 
локальной однозначной обратимости, вообще говоря, не следует вза-
имная однозначность отображения во всей ∆ . 

Пример 1.26. Рассмотрим функции  

 





=
=

vuy

vux

sin

cos
,         (1.69)  

 

определенные в области ∆ : 21 << u ; π30 << v , представляющей со-

бой внутренность прямоугольника (Рис. 1.29).  

 

 
Функции x , y  непрерывны и имеют непрерывные частные производ-

ные vxu cos=′ ; vuxz sin−=′ ; vyu sin=′ ; vuyz cos=′ , причем в области 

∆  якобиан 0)sin(cos
cossin

sincos
),( 22 ≠=+=

−
= uvvu

vuv

vuv
yxI . Значит, 

в области ∆  рассматриваемое отображение локально однозначно об-

ратимо. 

Нетрудно видеть, что образом прямоугольника ∆  в плоскости 

),( yx  является кольцо D  (см. Рис. 1.29): 41 22 <+< yx . (Действи-

тельно, из равенств (1.69) вытекает: 2222222 sincos uvuvuyx =+=+ . 

Но по условию 4121 2 <<⇒<< uu . Значит, 41 22 <+< yx ). 

Увы, отображение (1.69) не является взаимно однозначным. В 

самом деле, возьмем в кольце D  точку )
2

3
;0(N  и найдем соответст-

вующие u , v  из уравнений: 

Рис. 1.29.
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N

2
y
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∆ 

u
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













=










=

=

⇒






=

=
⇒







=

=
⇒







=

=

2

3

2

5

2

2

3

1sin

sin
2

3

cos0

sin
2

3

cos0

u

v

v

u

v

vu

v

vu

vu
π

π

. 

 

В итоге получаем две точки из области ∆ : 







2
;

2

3
1

π
M , 








2

5
;

2

3
2

π
M . 

Далее мы рассмотрим примеры, в которых якобиан может об-

ращаться в нуль. 
Пример 1.27. Рассмотрим функции  







=

=
3

3

vy

ux
      (1.70) 

в области ∆ : 122 <+ vu .  (Очевидно, область ∆  состоит из внутрен-

них точек единичного круга с центром в начале координат). Имеем:  

23uxu =′ ; 0=′vx ; 0=′uy ; 23vxv =′ . 22

2

2

9
30

03
vu

v

u

yy

xx
J

vu

vu ==
′′
′′

= . 

При 0=u  или 0=v  якобиан J  обращается в ноль. Однако, 

уравнения (1.70) можно разрешить относительно u , v : 
3 xu = , 3 yv = .     (1.71) 

Легко видеть, что система функций (1.71) дает отображение области 

∆  на область D , ограниченную астроидой: 

13/23/2 =+ yx . 

Действительно, границей об-

ласти ∆  служит окружность 

122 =+ vu . Поэтому возводя 

равенства (1.71) в квадрат и 

складывая полученные резуль-

таты, будем иметь (см. Рис. 
1.30): 

.1 3
2

3
2

3 23 222 yxyxvu +=+=+=
 

В этом примере отображение взаимно однозначное, несмотря на то, 

что якобиан обращается в нуль внутри области. 

0 -1 1 u

1 

-1 

v

∆ 

0 -1 1 u

1

-1 

y 

D

Рис. 1.30. 
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Пример 1.28. Рассмотрим функции  





=
−=

uvy

vux

2

22

          (1.72) 

в области ∆ : 122 <+ vu  (см. предыдущий пример).  Эта система 
функций дает отображение области ∆  на область D : 122 <+ yx . 

В самом деле, проверим 

соответствие границ. Область ∆  

ограничена единичной окруж-

ностью с центром в начале ко-

ординат: 122 =+ vu . Из (1.72) 

вытекает: 
 

=++−=+ 22422422 42 vuvvuuyx

( ) 11 22222 =+⇒=+= yxvu . 

 

Якобиан 22 44
22

22
vu

uv

vu
J +=

−
=  обращается в нуль лишь при 

0== vu . 

Согласно ранее доказанному преобразование (1.72) локально 

однозначно обратимо в области ∆ , полученной из ∆  удалением нача-
ла координат. 

Что касается начала координат, то какую бы малую окрестность 

этой точки мы ни взяли, обратное отображение будет двузначным. 

Действительно, если при некоторых значениях x , y  координаты точ-

ки ),( 11 vu  удовлетворяют уравнениям (1.72), то и координаты точки 

),( 11 vu −−  также удовлетворяют им. 

Резюмируя примеры 1.24 и 1.25 можно сказать, что если якоби-

ан обращается в ноль (но не тождественно), то отображение может 
быть как вырожденным, так и не вырожденным. 

Если же якобиан тождественно равен нулю в некоторой (откры-

той) области ∆ , то верна 

Теорема 1.14. Пусть функции (1.66) 




=
=

),(

),(

vuy

vux

ψ
ϕ

 определены и 

непрерывны вместе со своими частными производными первого по-

рядка в (открытой) области ∆  плоскости ),( vu . Если якобиан 

0 -1 1 u

1 

-1 

v

∆ 

0 -1 1 u

1

-1 

y 

D

Рис. 1.31. 
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0),( ≡
′′
′′

=
vu

vu
vuJ

ψψ
ϕϕ

 

(тождественно равен нулю) в ∆ , в то время как хотя бы одна частная 

производная в некоторой точке ),( 00 vu  не равна нулю, то тогда мож-

но найти окрестность этой точки такую, что отображение этой окре-
стности будет вырожденным, именно ее образ будет линия: )(xy λ= . 

Пример 1.29. Рассмотрим функции 





+=

+=

)2sin1(sin

)cos(sinsin

2 vuy

vvux
,         (1.73) 

определенные в области ∆ : 
2

0
π

<< u ; 
2

0
π

<< v . Найдем их якобиан: 

0
2cossin2)2sin1(cossin2

)sin(cossin)cos(sincos
),(

2
≡

+
−+

=
vuvuu

vvuvvu
yxJ , 

ибо его строки пропорциональны. В самом деле: 
 

)sin(cossin2

1

)cos(sinsin2

cossin

)2sin1(cossin2

)cos(sincos
2 vvuvvu

vv

vuu

vvu

+
=

+
+

=
+
+

, (1.74) 

 

а 
 

)sin(cossin2

1

)sin(cossin2

sincos

2cossin2

)sin(cossin
222 vvuvvu

vv

vu

vvu

+
=

−
−

=
−

.   (1.75) 

Правые части равенств (1.74) и (1.75) равны, значит, равны и их левые 
части. 

На основании Теоремы 1.14 можно утверждать, что образом об-

ласти ∆  при отображении (1.73) будет или линия, или точка. 
Так как )cos(sincos vvuxu +=′  не тождественно нулю, то должна 

получиться линия. Действительно,  

22

2

2

)cos(sin
)cos(sincossin

sin xvv
vv

x
y

vv

x
u =+⋅

+
=⇒

+
= , 

т.е. 2xy = . Следовательно, область ∆  (квадрат) отображается на ли-

нию (параболу). 
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1.13. Производные и дифференциалы высших порядков 

 

Рассмотрим функцию двух переменных ),( yxfu = . 

Пусть частные производные ),( yxf
x

u
x
′=

∂
∂

 и ),( yxf
y

u
y
′=

∂
∂ суще-

ствуют. Понятно, что они являются функциями переменных x и y. Ес-
ли существуют частные производные по переменным x и y от функ-

ций ),( yxf x
′  и ),( yxf y

′ , то их называют частными производными вто-

рого порядка и обозначают так: 

 

( )

( )

( )

( )

















′′=′′=







∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

′′=′′=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

′′=′′=







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

′′=′′=






∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

.),(),(

,),(),(

,),(),(

,),(),(

2

2

2

2

2

2

yyyy

yxxy

xyyx

xxxx

yxfyxf
y

u

yy

u

yxfyxf
x

u

yxy

u

yxfyxf
y

u

xyx

u

yxfyxf
x

u

xx

u

   (1.76) 

 

Очевидно, частные производные второго порядка в равенствах (1.76) 

можно снова дифференцировать по x и y (при условии, что они суще-
ствуют). Тогда получим производные третьего порядка: 

Рис. 1.32. 

0 0-1-2 1 2 x uπ 

2

π
 

π 

v y
2xy =

∆ 

2

π
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3

3

x

u

∂
∂

,  
yx

u

∂∂
∂

2

3

,  
xyx

u

∂∂∂
∂3

,  
2

3

yx

u

∂∂
∂

,  
2

3

xy

u

∂∂
∂

,  
yxy

u

∂∂∂
∂3

,  
xy

u

∂∂
∂

2

3

,  
3

3

y

u

∂
∂

. 

 

В общем случае частная производная n-го порядка есть первая произ-
водная от производной )1( −n -го порядка по соответствующим пере-

менным, например, 
knk

n

yx

u
−∂∂

∂
. 

 Для функций любого числа переменных частные производные 
высших порядков определяются аналогично. 

 Пример 1.30. Вычислить частные производные второго порядка 
от функции 23 yyxu += . 

 Решение. Последовательно находим: 

yx
x

u 23=
∂
∂

,  yx
y

u
23 +=

∂
∂

,  ( ) xyyx
x

u

xx

u
x 63 2

2
=

′
=







∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

, 

( ) 23
2

32 xyx
y

u

xyx

u
x =
′

+=







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
,  ( ) 22

2

33 xyx
x

u

yxy

u
y =
′

=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
, 

( ) 223

2

2

=
′

+=







∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

yyx
y

u

yy

u
. 

 Пример 1.31. Вычислить 
yx

u

∂∂
∂

2

2

 и 
2

3

xy

u

∂∂
∂

, если 

3233 ++= − yxeyu x . 

 Решение. Последовательно находим: 
 

( ) 223223233 33)(3 yxeyxyxeyyxey
x

u x
x

x
x

x +−=+′−=
′

++=
∂
∂ −−−

, 

( ) 2323223

2

2

66)1(3 xyeyxyeyyxey
x

u

xx

u xx
x

x +=+−−=
′

+−=






∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ −−− , 

( ) xyeyxyey
x

u

yxy

u x
y

x 1236 223

22

3

+=
′

+=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂
∂ −− ; 

( ) 32233 233 yxeyyxey
y

u x
y

x +=
′

++=
∂
∂ −− , 

( ) 2232
2

6323 yxeyyxey
y

u

xyx

u x
x

x +−=
′

+=







∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ −− , 
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( ) xyeyyxey
yx

u

xyx

u x
x

x 12363 222
2

2

3

+=
′

+−=







∂∂

∂
∂
∂

=
∂∂

∂ −− . 

 

Из рассмотренных примеров видно, что результат дифференцирова-
ния функции нескольких переменных от порядка дифференцирования 

по разным переменным не зависит: 
2

22

3x
xy

u

yx

u
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
 и xyey

yx

u

xy

u x 123 2

2

3

2

3

+=
∂∂

∂
=

∂∂
∂ − . 

Этот результат вытекает из следующей теоремы. 
 

 Теорема 1.15. Если функция ),( yxfu =  и ее частные производ-

ные xf ′ , yf ′ , xyf ′′  и yxf ′′  определены и непрерывны в точке );( yxM  и в 

некоторой ее окрестности, то в этой точке 
 

( )xyyx ff
xy

f

yx

f ′′=′′
∂∂

∂
=

∂∂
∂ 22

.         (1.77) 

 

Аналогичная теорема имеет место и для смешанных частных произ-
водных n -го порядка, например,  

 

kkn

n

knk

n

xy

f

yx

f

∂∂
∂

=
∂∂
∂

−− ,       (1.78) 

 

а также и для функции любого числа переменных. 

 Введем дифференциалы высших порядков. Пусть в области D на 
плоскости yx0  задана функция ),( yxfu = , имеющая непрерывные 
частные производные первого порядка в этой области. Тогда в соот-
ветствии с формулой ( 02.1 ′ ) ее полный дифференциал du  дается вы-

ражением 
 

dyyxfdxyxfdu yx ),(),( ′+′= ,    (1.79) 

 

где dydx,  – произвольные приращения независимых переменных x, y. 

 Из выражения (1.79) видим, что полный дифференциал du  так-

же является функцией от x, y. Предположим, что существуют непре-
рывные частные производные второго порядка для функции u. Тогда 
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можно говорить о полном дифференциале от дифференциала du , ко-

торый и называют вторым дифференциалом от функции u и обозна-
чают ud 2 . 

 Подчеркнем, что приращения dx  и dy  при этом рассматривают-
ся как постоянные числа и остаются одними и теми же при переходе 
от одного дифференциала du  к другому ud 2 . 

 Таким образом, используя определение второго дифференциала 
как )(2 dudud = , формулы (1.79), (1.77) и правила дифференцирова-
ния, будем иметь 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
22

2

))(,(),(2))(,(

),(),(),(),(

),(),(

),(),()(

dyyxfdxdyyxfdxyxf

dydyyxfdxyxfdxdyyxfdxyxf

dyyxfddxyxfd

dyyxfdxyxfddudud

yyxyxx

yyyxxyxx

yx

yx

′′+′′+′′=

=′′+′′+′′+′′=

=′+′=

=′+′==

     (1.80) 

 

или, используя формально квадрат суммы выражения dy
y

dx
x ∂

∂
+

∂
∂

, в 

символическом виде 
 

),(

2

2 yxfdy
y

dx
x

ud 







∂
∂

+
∂
∂

= .        (1.80а) 

 

В общем случае, дифференциал n -го порядка ud n  определяется как 

дифференциал от дифференциала )1( −n -го порядка функции u, т.е.  
 

)( 1uddud nn −=              (1.80б) 

 

или в символическом виде  
 

),( yxfdy
y

dx
x

ud

n

n









∂
∂

+
∂
∂

= ,    (1.80в) 

 

где x, y – независимые переменные. 
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1.14. Формула Тейлора для функции двух переменных 

 

 Пусть функция двух переменных ),( yxfu =  непрерывна вместе 
со всеми своими частными производными до ( 1+n )-порядка включи-

тельно в некоторой окрестности точки );( 000 yxM . Дадим 0x  и 0y  не-
которые приращения x∆  и y∆  так, чтобы промежуточный отрезок, 

соединяющий точки );( 00 yx  и );( 00 yyxx ∆+∆+ , не вышел за пределы 

рассматриваемой окрестности точки );( 00 yx . Тогда, аналогично слу-

чаю функции одного переменного, формула Тейлора для функции 

),( yxfu =  двух переменных имеет вид 

,10),,(
)!1(

1
),(

!

1

...),(
!2

1
),(

!1

1
),(),(

00
1

00

00
2

000000

<<∆+∆+
+

++

++++=∆+∆+

+ θθθ yyxxfd
n

yxfd
n

yxfdyxdfyxfyyxxf

nn

 (1.81) 

причем фигурирующие справа в формуле (1.81) в различных степенях 

дифференциалы dx  и dy  равны именно тем приращениям x∆  и y∆  

независимых переменных, которые входят в аргументы функции сле-
ва. 
 Заметим, что, хотя в дифференциальной форме формула Тейло-

ра (1.81) для случая функции двух переменных имеет такой же про-

стой вид, как и для случая функции одной переменной, но в разверну-

том виде, заменяя дифференциалы ),( 00 yxdf , ),( 00
2 yxfd  и т.д. их 

выражениями (1.80а), (1.80б), она принимает существенно более 
сложный вид: 

[ ]

[ ] ...))(,(),(2))(,(
!2

1

),(),(
!1

1
),(),(

2
0000

2
00

00000000

+∆′′+∆∆′′+∆′′

+∆′+∆′+=∆+∆+

yyxfyxyxfxyxf

yyxfxyxfyxfyyxxf

yyxyxx

yx

  (1.81а) 

 

2. Приложения дифференциального исчисления функции  

нескольких переменных 

 

2.1. Локальный экстремум функции нескольких переменных 

 

Определение 2.1. Функция ),( yxfu =  имеет в точке );( 000 yxM  

максимум, если существует такая окрестность точки );( 000 yxM , что 
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для всех точек );( yxM , из рассматриваемой окрестности точки 

);( 000 yxM , отличных от нее ( 0xx ≠ , 0yy ≠ ), выполняется неравенст-
во (Рис.2.1.): 

 

),(),( 00 yxfyxf > .      (2.1) 

 

 

 
 

 Определение 2.2. Функция ),( yxfu =  имеет в точке );( 000 yxM  

минимум, если существует такая окрестность точки );( 000 yxM , что 

для всех точек );( yxM , из рассматриваемой окрестности точки 

);( 000 yxM , отличных от нее ( 0xx ≠ , 0yy ≠ ), выполняется неравенст-
во (Рис. 2.2.) 
 

),(),( 00 yxfyxf < .           (2.2) 

 

Замечание 2.1.  Данные определения максимума и минимума 
функции можно перефразировать следующим образом. 

Положим xxx ∆+= 0 , yyy ∆+= 0 . Тогда 
 

fyxfyyxxfyxfyxf ∆=−∆+∆+=− ),(),(),(),( 000000 , 
 

и, следовательно, вместо (2.1) и (2.2) получим: 

0 

z 

y

x 

),( 00 yxf  

),( yxf  

y0y

0x
x 

Рис. 2.1. 

y

x

z

),( 00 yxf

),( yxf

y 0y  

0x

x

Рис. 2.2. 

M

0M  

M  

0M  
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 1) если 0<∆f  при всех достаточно малых приращениях 

0, ≠∆∆ yx , то функция ),( yxf  достигает максимума в точке 
);( 000 yxM ; 

 2) если 0>∆f  при всех достаточно малых приращениях 

0, ≠∆∆ yx , то функция ),( yxf  достигает минимума в точке 
);( 000 yxM . 

 Определения 2.1 и 2.2, а также замечание 2.1, без труда перено-

сятся и на функции любого числа переменных. 

 Точки максимума и минимума функции называют точками ее 
локального экстремума (или просто экстремума). Для точек экстре-
мума функции справедлива следующая теорема. 

 Теорема 2.1. (необходимое условие экстремума). Если функция 

),( yxfu =  имеет в точке );( 000 yxM экстремум, то ее частные произ-
водные первого порядка в этой точке либо равны нулю, либо не су-

ществуют, т.е. 
 





∃/=′
∃/=′

.  или  0),(

,  или  0),(

00

00

yxf

yxf

y

x
          (2.3) 

 

Справедливость этого утверждения вытекает из необходимого 

условия экстремума функции одного переменного. Действительно, 

пусть 0yy = . Тогда ),( 0yxf  – функция одного переменного x. Так как 

при 0xx =  функция ),( 0yxf  имеет экстремум (максимум или мини-

мум), то, следовательно, ),(),( 000
0

yxfyxf xxxx
′≡′

=  или равно нулю, 

или не существует. Аналогично, полагая 0xx = , видим, что функция 

),( 0 yxf  – функция одного переменного y. Но поскольку при 0yy =  

функция ),( 0 yxf  имеет экстремум, то 0),(),( 000
0

=′≡′
=

yxfyxf yyyy  

или не существует. 
Теорема 2.1 не является достаточной для исследования вопроса 

об экстремальных значениях функции, а позволяет находить лишь 

критические точки (т.е. точки возможного экстремума) из системы 

уравнений (2.3). 

Для исследования функции в критических точках используют 
достаточное условие экстремума функции двух переменных. 

Теорема 2.2. (достаточное условие экстремума). Пусть в неко-

торой области, содержащей точку );( 000 yxM , функция ),( yxfu =  
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имеет непрерывные частные производные до третьего порядка вклю-

чительно, причем точка );( 000 yxM  – критическая точка функции 

),( yxf , т.е. 
 

0),( 00 =′ yxf x  и 0),( 00 =′ yxf y  ( 0),( 00 =yxdu ). 

 

Тогда при 0xx = , 0yy = : 

 1) функция ),( yxf  имеет максимум, если 

( ) 0),(),(),(
2

0000002 >′′−′′′′=∆ yxfyxfyxf xyyyxx   и 

0),( 001 <′′=∆ yxf xx  (или 0),( 001 <′′=∆ yxf yy ), т.е. 0),( 00
2 <yxud ; 

 2) функция ),( yxf  имеет минимум, если 

02 >∆   и  01 >∆ , т.е. 0),( 00
2 >yxud ; 

 3) функция ),( yxf  не имеет экстремума, если 

02 <∆ , т.е. ),( 00
2 yxud  не имеет определенного знака; 

 4) если 02 =∆  т.е. 0),( 00
2 =yxud , то экстремум может быть, а 

может и не быть (в этом случае требуется дальнейшее исследование). 
Доказательство. Запишем формулу Тейлора для функции 

),( yxf  (формулы (1.81) и (1.81а)) в точке xxx ∆+= 0  и yyy ∆+= 0 : 

 

[ ]
),)((

))(,(),(2))(,(
!2

1

),(),(),(),(

3

2
0000

2
00

00000000

ρα ∆+

+∆′′+∆∆′′+∆′′+

+∆′+∆′+=∆+∆+

yyxfyxyxfxyxf

yyxfxyxfyxfyyxxf

yyxyxx

yx

      (2.4) 

где  
 

22 )()( yx ∆+∆=∆ρ , а 0))((lim 3

0
=∆

→∆
ρα

ρ
.     (2.5) 

 

Но по условию 

0),(),( 0000 =′=′ yxfyxf yx . 

 

Следовательно, выражение (2.3) принимает вид 

 



 86

[ ]
).)((

))(,(),(2))(,(
!2

1

),(),(

3

2
0000

2
00

0000

ρα ∆+

+∆′′+∆∆′′+∆′′+

=−∆+∆+=∆

yyxfyxyxfxyxf

yxfyyxxff

yyxyxx    (2.6) 

 

Преобразуем второй дифференциал в правой части выражения (2.6), 

выделяя полный квадрат: 
 

=∆′′+∆∆′′+∆′′= 2
0000

2
00

2 ))(,(),(2))(,( yyxfyxyxfxyxfud yyxyxx  

 

( )[ +∆′′+∆′′
′′

= 2
0000

00

),(),(
),(

1
yyxfxyxf

yxf
xyxx

xx

 

 

( )( ) ]22
000000 )(),(),(),( yyxfyxfyxf xyyyxx ∆′′−′′′′+  

 

или (в принятых в формулировке теоремы обозначениях) 

 

( )[ ]2
2

2
0000

1

2 )(),(),(
1

yyyxfxyxfud xyxx ∆∆+∆′′+∆′′
∆

= .   (2.7) 

 

Таким образом, выражение (2.6) принимает вид 

 

( )32 )(
!2

1 ρα ∆+=∆ udf .         (2.8.) 

 

Тогда, принимая во внимание замечание 2.1, из выражений (2.7) и 

(2.8) следует: 
 1) если 02 >∆ , а 01 <∆ , то для любых достаточно малых значе-
ний приращений x∆  и y∆ , одновременно неравных нулю, второй 

дифференциал 02 <ud  и, следовательно, 0<∆f ; значит в точке 
);( 00 yxM  функция ),( yxf  имеет максимум; 

 2) если 02 >∆  и 01 >∆ , то при таких же достаточно малых зна-
чениях приращений x∆  и y∆  (и также одновременно неравных нулю) 

теперь второй дифференциал 02 >ud  и, следовательно, 0>∆f ; зна-
чит теперь функция ),( yxf  в точке );( 000 yxM  имеет минимум; 
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 3) если же 02 <∆ , то второй дифференциал ud 2  при фиксиро-

ванном знаке 1∆  может иметь любой знак, например, 02 >ud  при 

0=∆y  и любом 0≠∆x  и 02 <ud  при 0≠∆y , а 
0),(),( 0000 =∆′′+∆′′ yyxfxyxf xyxx ; значит, в этом случае, т.е. при 

02 <∆ , полное приращение также не имеет определенного знака и, 

следовательно, функция ),( yxf  не имеет экстремума в точке 
);( 000 yxM ; 

 4) если же 02 =∆ , то второй дифференциал опять таки можно 

сделать равным нулю, полагая 0),(),( 0000 =∆′′+∆′′ yyxfxyxf xyxx , а, сле-
довательно, знак приращения f∆  будет теперь определяться знаком 

( )3)( ρα ∆ ; значит, в этом случае ( 02 =∆ ) требуется специальное даль-

нейшее исследование (например, с помощью формулы Тейлора, со-

держащей дифференциалы более высокого порядка). 
 Пример 2.1. Исследовать на экстремум функцию 122 ++= yxu . 

 Решение. Находим критические точки из системы уравнений: 





==′
==′

,02

,02

yf

xf

y

x
 

откуда следует, что точка )0;0(  – критическая 

точка. 
 Находим частные производные второго 

порядка в критической точке: 
2=′′xxf ,  0=′′xyf ,  2=′′yyf . 

Определяем характер критической точ-

ки: 

021 >=′′=∆ xxf ,  

04022)( 2
2 >=−⋅=′′−′′′′=∆ xyyyxx fff . 

Следовательно, в точке )0;0(  данная функция (эллиптический парабо-

лоид) имеет минимум, а именно (Рис. 2.3): 

1min =u . 

 

 Пример 2.2. Исследовать на экстремум функцию 22 yxu −= . 

 Решение. Критические точки находим из системы уравнений: 

y 

x 

z 

Рис. 2.3. 

0 

1 
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



=−=′
==′

,02

,02

yf

xf

y

x
 

откуда следует, что точка )0;0(  – критическая точка. 
 Находим частные производные второго порядка в критической 

точке: 
2=′′xxf ,  0=′′xyf ,  2−=′′yyf . 

 

Устанавливаем характер критической точки: 
 

021 >=′′=∆ xxf ,  040)2(2)( 2
2 <−=−−⋅=′′−′′′′=∆ xyyyxx fff . 

 

Поскольку 042 <−=∆ , то в точке )0;0(  данная функция экстремума 
не имеет. Это седловая точка, а поверхность, определяемая функцией 

22 yxu −= , называется гиперболическим параболоидом (другое на-
звание – «седло») (Рис. 2.4.). 

Замечание 2.2. Необходимо раз-
личать понятие экстремума функции с 
понятиями наибольшего и наименьше-
го значений функции.  

Подчеркнем, что многие задачи 

(как из области математики, так и из 
других областей науки и техники) при-

водят к вопросу о нахождении наи-

большего и наименьшего значений не-
которой функции. Так функция двух переменных ),( yxfu = , опреде-
ленная и непрерывная в некоторой замкнутой ограниченной области 

D на плоскости yx0 , и имеющая в этой области конечные частные 
производные, достигает своего наибольшего или наименьшего значе-
ний либо в точках экстремума, либо на границе области D. Поэтому, 

чтобы найти наибольшее или наименьшее значение функции 

),( yxfu =  в области D, необходимо определить все ее критические 
точки (точки возможного экстремума), вычислить значение функции 

в этих точках и затем сравнить эти значения со значениями функции в 

граничных точках области D. Наибольшее и наименьшее из этих зна-
чений и будет являться наибольшим и наименьшим значением функ-

ции в замкнутой области D. 

Рис. 2.4.

z 

x 

y 

0 
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 Пример 2.3. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-

ции 22222 )( yxyxu +−+=  в круге 122 ≤+ yx . 

 Решение. Находим частные производные 
xyxxux 2)(22 22 ⋅+−=′ , yyxyu y 2)(22 22 ⋅+−=′ . 

Приравняв частные производные xu′  и yu′  нулю, приходим к системе 
уравнений 

 







=+−

=+−

,0))(21(2

,0))(21(2

22

22

yxy

yxx
 

 

откуда определяем точки, в которых xu′  и yu′  обращаются в нуль: 
 

011 == yx ; 02 =x , 
2

1
2 ±=y ; 

2

1
3 ±=x , 03 =y . 

 

Вычисляем значения функции в точках );( ii yx  )3,2,1( =i : 

 

0)0,0( =u , 
4

1

2

1
,0 =






 ±u , 

4

1
0,

2

1
=






±u . 

 

Теперь исследуем поведение функции на границе области, т.е. на ок-

ружности 122 =+ yx . Подставляя 122 =+ yx  в выражение для u, по-

лучим 0=u . 

 Итак, необходимо сравнить значения  

4

1
;

4

1
;0=u ; 

из них наименьшим будет 0, которое достигается в точках )0;0(  и на 

границе области 122 ≤+ yx , а наибольшим будет 
4

1
, которое достига-

ется в точках 





 ±

2

1
;0  и 






± 0;

2

1
. 

 

2.2. Условный экстремум функции нескольких переменных 

 

 Решение многих задач из области математики и задач практиче-
ского характера из различных областей науки и техники сводится к 
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нахождению экстремумов функции от нескольких переменных, кото-

рые не являются независимыми, а связаны друг с другом некоторыми 

дополнительными условиями, например, удовлетворяют данным 

уравнениям. Задачу нахождения экстремума функции нескольких пе-
ременных, удовлетворяющих дополнительным условиям, называют 
задачей на условный экстремум. 

 Пусть требуется найти экстремум функции ),( yxfu =  при ус-
ловии, что x и y связаны уравнением 
 

0),( =yxϕ .             (2.9) 

 

Поскольку переменные x и y связаны между собой уравнением (2.9), 

то только одна из них, например, x, будет независимой, а вторая пе-
ременная y определяется из равенства (2.9) как функция от x, т.е. 

)(xyy = , и, следовательно, 0))(,( ≡xyxϕ . 

 Предположим, что мы разрешили уравнение (2.9) относительно 

у так, что )(xyy =  – его решение ( 0))(,( ≡xyxϕ ). Тогда функция 

))(,( xyxfu =  является функцией одного независимого переменного 

х, а, значит, мы свели исходную задачу на условный экстремум к за-
даче на локальный экстремум функции одного независимого пере-
менного х. 
 Очевидно, такой подход применим только в случае, когда урав-

нение (2.9) можно разрешить относительно одной из переменных. 

 Поставленную задачу на условный экстремум можно решить, не 
прибегая к разрешению уравнения (2.9) относительно переменных х 
или у. Пусть функция и имеет экстремум при тех значениях х и у, при 

которых выполняется условие (2.9). Следовательно, в точках экстре-

мума полная производная 
dx

du
 должна обращаться в нуль: 

 

0=
∂
∂

+
∂
∂

=
dx

dy

y

f

x

f

dx

du
.     (2.10) 

 

При этом в этих же точках экстремума должно выполняться условие 
(2.9). Значит, из (2.9) находим: 
 

0=
∂
∂

+
∂
∂

dx

dy

yx

ϕϕ
,           (2.11) 
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которое выполняется для всех х и у, удовлетворяющих условию (2.9). 

 Умножим равенство (2.11) на неопределенный пока коэффици-

ент λ  и сложим его с равенством (2.10). Тогда получим: 
 

0=







∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

dx

dy

yxdx

dy

y

f

x

f ϕϕλ  

или 
 

0=







∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

dx

dy

yy

f

xx

f ϕλϕλ .      (2.12) 

 

Последнее равенство выполняется во всех точках экстремума. Выбе-
рем множитель λ  так, чтобы для значений х и у, соответствующих 

условному экстремуму функции и при условии (2.9), вторая скобка в 

равенстве (2.12) обратилась в нуль 

 

0=
∂
∂

+
∂
∂

yy

f ϕλ ,        (2.13) 

 

где для определенности мы считаем, что в критических точках 

0≠
∂
∂

y

ϕ
. 

Но тогда при этих значениях х и у из равенства (2.12) следует 
 

0=
∂
∂

+
∂
∂

xx

f ϕλ .       (2.14) 

 

Таким образом, объединяя равенства (2.9), (2.13) и (2.14), получаем, 

что в точках условного экстремума должна иметь решения система 
уравнений: 

 














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=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
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f

xx

f
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ϕλ

ϕλ

      (2.15) 
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с тремя неизвестными х, у, λ . Из этих уравнений определяются  х, у и 

λ , причем λ  играет лишь вспомогательную роль. 
 Из проведенных рассуждений следует, что система уравнений 

(2.15) является необходимым условием существования условного экс-
тремума, т.е. в точках условного экстремума уравнения системы 

(2.15) удовлетворяются. Но не при всех значениях х, у и λ , удовле-
творяющих уравнениям системы (2.15), функция ),( yxfu =  при ус-
ловии (2.9) будет иметь условный экстремум. Как и в случае локаль-

ного экстремума функции нескольких переменных, требуется допол-

нительное исследование характера найденных критических точек. 

 В изложенном выше способе нахождения условного экстремума 
функции двух переменных нарушается симметрия в отношении пере-
менных: одна из них трактуется как независимая, а другая – как зави-

симая. В некоторых случаях такой подход ведет к усложнению вы-

кладок. Лагранж (Жозеф Луи Лагранж, 1736-1813, великий француз-
ский математик и механик) предложил метод, при котором все пере-
менные играют одинаковую роль. Для этого рассмотрим функцию 

трех переменных 

 

),(),(),,( yxyxfyxL λϕλ += ,    (2.16) 
 

которую называют функцией Лагранжа. 
 Очевидно, что в точках х, у, в которых выполняется условие свя-

зи (2.9), функция Лагранжа совпадает со значением функции в этих 

точках: ),(),,( yxfyxL =λ  при 0).( =yxϕ . Более того, рассматривая 

функцию ),,( λyxL  как функцию трех переменных х, у и λ , видим, 

что ее критические точки (точки ее возможного экстремума) опреде-
ляются из системы уравнений 

 















==
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

,0),(

,0

,0

yx
L

yy

f

y

L

xx

f

x

L

ϕ
λ

ϕλ

ϕλ

     (2.17) 
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которая фактически совпадает с системой (2.15), служащей для нахо-

ждения точек условного экстремума функции ),( yxfu =  при условии 

(2.9). 

 Таким образом, для того чтобы найти значения х и у, удовлетво-

ряющие условию (2.9), при которых функция ),( yxfu =  может иметь 
условный экстремум, необходимо составить функцию Лагранжа 
(2.16), приравнять нулю ее частные производные по х, у и λ , что при-

водит к системе уравнений (2.17), решая которую определяют иско-

мые значения х, у и вспомогательную переменную λ  (множитель Ла-
гранжа). Исследование характера найденных критических точек осу-

ществляют с помощью достаточных условий экстремума функции не-
скольких переменных. Для простоты приведем формулировку доста-
точного условия экстремума функции трех переменных, обобщаю-

щую теорему 2.2. 

 Теорема 2.3. Пусть в некоторой пространственной области, со-

держащей точку );;( 0000 zyxM , функция ),,( zyxfu =  имеет непре-
рывные частные производные до третьего порядка включительно, 

причем точка );;( 0000 zyxM  – критическая точка функции 

),,( zyxfu = , т.е.  
 

).0),,((,0),,(

,0),,(

,0),,(

000000

000

000

==′

=′
=′

zyxduzyxf

zyxf

zyxf

z

y

x

    (2.18) 

 

Тогда при 0xx = , 0yy = , 0zz = : 

1) функция ),,( zyxf  имеет максимум, если  
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 (2.19) 

 

2) функция ),,( zyxf  имеет минимум, если  
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01 >∆ , 02 >∆ , 03 >∆  ( 0),,( 000
2 <zyxud );   (2.20) 

 

3) функция ),,( zyxf  не имеет экстремума, если 

02 <∆    ( ),,( 000
2 zyxud  не имеет определенного знака); 

 

4) если  02 =∆  ( 0),,( 000
2 =zyxud ), то экстремум может быть, а 

может и не быть и в этом случае требуется дальнейшее исследо-

вание. 
 

Замечание 2.3. Определители 2∆  и 3∆  в выражении (2.19) со-

держат смешанные производные второго порядка =′′ ),( 00 yxf xy  

),( 00 yxf yx
′′= , ),(),( 0000 yxfyxf zxxz

′′=′′  и ),(),( 0000 yxfyxf zyyz
′′=′′  в соот-

ветствии с теоремой 1.15. 

Пример 2.4. Из данного куска жести площадью s2  необходимо 

изготовить закрытую коробку в форме прямоугольного параллелепи-

педа, имеющую наибольший объем. 

Решение. Обозначим длину, ширину и высоту коробки через х, 
у, z. Задача сводится к нахождению максимума функции  
 

xyzv =        (2.21) 

 

при условии, что полная поверхность коробки равна s2 , т.е. 
 

syzxzxy 2)(2 =++ .     (2.22) 

 

Таким образом, имеем задачу на условный экстремум: найти макси-

мум функции (2.21) при условии (2.22). 

 Составим функцию Лагранжа 
 

)(),,,( syzxzxyxyzzyxL −+++= λλ .         (2.23) 

 

Найдем ее частные производные и приравняем их к нулю: 
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          (2.24) 

 

 Для решения системы (2.24) умножим первое из уравнений этой 

системы на х, второе – на у, третье – на z и сложим их. Тогда получим: 
 

0)(23 =+++ yzxzxyxyz λ . 

 

Теперь, принимая во внимание последнее уравнение системы (2.24), 

имеем 

023 =+ sxyz λ , 

откуда находим переменную Лагранжа 
s

xyz

2

3
−=λ . Подставляя най-

денное значение переменной Лагранжа в первые три уравнения сис-
темы (2.24), получим: 
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       (2.26) 

 

Поскольку х, у, z по смыслу задачи отличны от нуля, то из уравнений 

системы (2.26) имеем: 
 

1)(
2

3
=+ zy

s

x
, 1)(

2

3
=+ zx

s

y
, 1)(

2

3
=+ yx

s

z
.           (2.27) 

 

 Из первых двух уравнений в (2.27) находим yx = , из второго и 

третьего уравнений имеем zy = . Но тогда из условия (2.22) получаем 
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3/szyx === . 

 Используя теорему 2.3, можно доказать, что полученное реше-
ние 3/szyx ===  дает максимум. Но поскольку в условиях данной 

задачи из геометрических соображений объем коробки должен быть 

конечным и отличным от нуля, то, следовательно, при найденных 

значениях 3/szyx ===  объем коробки будет наибольшим. 

 Итак, для того чтобы объем коробки был наибольшим, эта ко-

робка должна иметь форму куба, ребро которого равно 3/s . 

 Замечание 2.4. При решении конкретных задач иногда можно 

установить характер критической точки на основании существа дан-

ной задачи, например, как это было сделано  в примере 2.3. 
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