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Тема 1. Расчет и построение спектра простейших  
сигналов. Свойства преобразования Фурье  

Краткие теоретические сведения 

Спектральное представление непериодического сигнала 

Для непериодического сигнала спектральная плотность записы-

вается в следующей форме: 

∫
∞

∞−

ω−=ω dtetsS
ti)()( .  (1.1) 

Обратное преобразование Фурье определяется формулой 

∫
∞

∞−

ω ωω
π

= .)(
2

1
)( deSts

ti

 

Основные свойства преобразования Фурье 
1. Сдвиг сигналов во времени. 

Пусть сигнал )(1 ts  произвольной формы существует на интерва-

ле времени от 1t  до 2t  и обладает спектральной плотностью )(1 ωS . 

При задержке этого сигнала на время 0t  (при сохранении его формы) 

получим новую функцию времени: 

)()( 012 ttsts −= , 

существующую на интервале от 01 tt +  до 02 tt + . 

Спектральная плотность сигнала )(2 ts  в соответствии с (1.1): 

.)()()(
02

01

02

01

0
012∫ ∫

+

+

+

+

ω−ω−ω− −==ω
tt

tt

tt

tt

tititi
dtettsdtetseS  

Вводя новую переменную интегрирования 0tt −=τ ,  получаем:  

∫ ω=ττ=ω ω−ωτ−ω−
2

1

00 ).()()( 11

t

t

tiiti
SedeseS  

Из этого соотношения видно, что сдвиг во времени функции 

)(ts  на 0t±  приводит к изменению фазовой характеристики спектра 
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)(ωS на величину ω± 0t . Очевидно и обратное положение: если всем 

составляющим спектра функции )(ts  дать фазовый сдвиг 

,)(0 00 ω±=ω t  линейно связанный с частотой ω , то функция сдвигает-

ся во времени на 0t± . 

Амплитудно-частотная характеристика спектра (т. е. модуль спек-

тральной плотности) от положения сигнала на оси времени не зависит. 

2. Изменение масштаба времени. 

Пусть сигнал )(1 ts ,  изображенный на рис. 1.1 сплошной линией, 

подвергся сжатию во времени. Новый сжатый сигнал )(2 ts  (штрихо-

вая кривая на рис. 1.1) связан с исходным соотношением )()( 12 ntsts = , 

1>n . 

 

Рис. 1.1. Сжатие сигнала при сохранении его амплитуды 

Длительность импульса )(2 ts  в n раз меньше, чем исходного,  

и равна 
n

иτ . Спектральная плотность сжатого импульса: 

.)()()(
и и

0 0

122 ∫ ∫
τ τ

ω−ω− ==ω
n n

titi
dtentsdtetsS  

Вводя новую переменную интегрирования ,nt=τ  получаем: 

.)(
1

)(
и

0

12 ∫
τ τω−

ττ=ω des
n

S n
i

 

Но интеграл в правой части этого выражения есть не что иное, 

как спектральная плотность исходного сигнала )(1 ts  при частоте 
n

ω
,  

т. е. ).(1 nS ω . 

Таким образом, ( ) )(1)( 12 nSnS ω=ω . 



 5 

Итак, при сжатии сигнала в п раз на временной оси во столько 

же раз расширяется его спектр на оси частот. Модуль спектральной 

плотности при этом уменьшается в п раз. Очевидно, что при растяги-

вании сигнала во времени (т. е. при 1<n ) имеют место сужение спек-

тра и увеличение модуля спектральной плотности. 

3. Смещение спектра сигнала по оси частот. 

Применим (1.1) к произведению :)cos()( 00 θ+ω tts  

.)(
2

)(
2

2

1

2

1
)()cos()(

)()(

)()(
00

0

0

0

0

0000

∫∫

∫ ∫
∞

∞−

ω+ω−
θ−∞

∞−

ω−ω−
θ

∞

∞−

∞

∞−

ω−θ+ω−θ+ωω−

+−=

=



 +=θ+ω

dtets
e

dtets
e

dteeetsdtetts

ti
i

ti
i

titititi

K

 

Первый интеграл в правой части – это спектральная плотность 

функции )(ts  при частоте ,0ω−ω  а второй интеграл – при частоте 

0ω+ω . Поэтому полученное выше соотношение можно записать в 

форме 

[ ]∫
∞

∞−

θ−θω− ω+ω+ω−ω=θ+ω )()(
2

1
)cos()( 000

00 SeSedtetts
iiti , (1.2) 

где )(ωS  – спектральная плотность сигнала )(ts . 

Из выражения (1.2) вытекает, что расщепление спектра )(ωS  на две 

части, смещенные, соответственно, на 0ω+  и 0ω− , эквивалентно умноже-

нию функции )(ts  на гармоническое колебание )cos( 0tω  (при 00 =θ ). 

4. Дифференцирование и интегрирование сигнала. 

Дифференцирование сигнала )(ts  можно трактовать как почлен-

ное дифференцирование всех гармонических составляющих, входя-

щих в его спектр. Но производная функции tie ω  равна tiei ωω ,  из чего 

непосредственно вытекают следующие соответствия: 

);()( 11 ω÷Sts  )()(
)(

)( 21
1

2 ω=ωω÷= SSi
dt

tds
ts .  (1.3) 

К этому результату можно прийти также из общего преобразо-

вания Фурье: 

).()()(
)(

111
1 ωω=ωω+=∫

∞

∞−

∞

∞−
ω−ω− SiSietsdte

dt

tds titi
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Первое слагаемое в правой части обращается в нуль, поскольку 

при ±∞→t  0)(1 →ts  (условие интегрируемости сигнала). 

Аналогичным образом можно показать, что сигналу dxxsts

t

∫
∞−

= )()( 12  

соответствует спектральная плотность: 

)(
1

)( 12 ω






ω
=ω S

i
S .  (1.4) 

Следует, однако, подчеркнуть, что в отличие от операции 

)(1 ωωSi  операция )(
1

1 ω






ω
S

i
 законна только для сигналов, отвечаю-

щих условию 0)0( =S , т. е. для сигналов с нулевой площадью: 

∫
∞

∞−

= 0)(1 dtts . 

5. Сложение сигналов. 

Так как преобразование Фурье, определяющее спектральную 

плотность заданной функции времени, является линейным, очевидно, 

что при сложении сигналов ...,),(),( 21 tsts  обладающих спектрами 

,...),(),( 21 ωω SS  суммарному сигналу ...)()()( 21 ++= tststs  соответствует 

спектр ...)()()( 21 +ω+ω=ω SSS  . 
6. Произведение двух сигналов. 

Пусть рассматриваемый сигнал )(ts  является произведением 

двух функций времени )(tf и )(tg . 

Используя общую формулу (1.1), определяем спектр сиг- 

нала )(ts : 

.)()()()( ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ω−ω− ==ω dtetgtfdtetsS
titi   (1.5) 

Каждую функцию )(tf и )(tg  можно представить в виде инте-

грала Фурье. 

Подставляя в (1.5) второй из этих интегралов, получаем: 

.)()(
2

1
)()(

2

1
)( )(

dxdtetfxGdtedxexGtfS
txitiixt ∫ ∫∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−ω−
∞

∞−

ω−
∞

∞−








π

=







π

=ω  
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Заключенный в квадратные скобки интеграл по переменной t  

представляет собой спектральную плотность функции )(tf  при час-

тоте x−ω ,  т. е. )( xF −ω . Следовательно, 

.)()(
2

1
)( ∫

∞

∞−

−ω
π

=ω dxxFxGS   (1.6) 

Итак, спектр произведения двух функций времени )(tf  и )(tg  

равен (с коэффициентом 
π2

1
) свертке их спектров )(ωF  и )(ωG . 

Из выражений (1.5) и (1.6) в частном случае 0=ω  вытекает сле-

дующее равенство: 

.)()(
2

1
)()(∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−
π

= dxxFxGdttgtf  

Заменяя в последнем выражении x на ω, получаем: 

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ωωω
π

=ωω−ω
π

= dFGdFGdttgtf )()(
2

1
)()(

2

1
)()( * ,  (1.7) 

где )()(* ω−=ω FF  – спектральная функция, комплексно-сопряженная 

функция )(ωF . 

Аналогично можно показать, что произведению двух спектров 

)()()( ω=ωω SGF  соответствует функция времени s(t), являющаяся 

сверткой функций )(tf  и )(tg : 

 ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ω ωωω
π

=−=−= .)()(
2

1
)()()()()( deGFdyytfygdyytgyfts ti   (1.8) 

Последнее выражение особенно широко используется при ана-

лизе передачи сигналов через линейные цепи. В этом случае функции 

времени )(tf  и )(tg  имеют смысл, соответственно, входного сигнала 

и импульсной характеристики цепи, a )(ωF  и )(ωG  – спектральной 

плотности сигнала и передаточной функции цепи. 
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Задачи 

1. Определить спектральную плотность униполярного прямо-

угольного импульса, изображенного на рис. 1.2. Построить АЧХ и 

ФЧХ спектральной плотности при длительности импульса иτ  = 1 мкс  

и амплитуде В1=U . Используя полученные графики, построить ана-

логичные зависимости для импульса вдвое меньшей длительности. 

Отобразить на графиках влияние задержки импульса на время .
2

и
0

τ=t  

 

Рис. 1.2. Симметричный прямоугольный импульс 

2. Определить АЧХ и ФЧХ спектральной плотности сигнала в 
виде суммы двух смещенных во времени δ-функций:  

).()()( 0tttts −δ+δ=  

3. Найти сигнал )(ts , соответствующий спектру )(ωS , представ-

ленному на рис. 1.3. Аргумент спектральной площади )(ωθ  на всех 

частотах равен нулю. 
 

 
Рис. 1.3. Спектр 

 

4. Построить АЧХ спектральной плотности униполярного пря-

моугольного импульса длительностью 1 мкс. Используя полученный 
график, построить амплитудные спектральные диаграммы периоди-

ческой последовательности импульсов с периодом T, равным и5,1 τ . 

0 

f, кГц 

0,5⋅10
–3 S, В/Гц 

–1 1 

0 

t 

U 

u(t) 

–τ/2 τ/2 
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5. На экране телевизионного приемника с длиной строки 500 мм 

требуется создать изображение вертикальной черной линии шири- 

ной 3 мм (рис. 1.4). Электронный луч пробегает строку телевизионно-

го растра за отрезок времени, равный 64 мкс. Оцените ширину спек-

тра видеосигнала, управляющего яркостью свечения экрана кинеско-

па в рассматриваемом случае. 
 

 

Рис. 1.4. Вертикальная полоса на экране  

6. Определите спектральную плотность )(ωS  симметричного 

треугольного импульса )(ts , изображенного на рис. 1.5, используя 

свойства преобразования Фурье.  
 

 

Рис. 1.5. Симметричный треугольный импульс 

7. Непосредственным вычислением докажите, что свертка

 
ττ−τ= ∫

∞

∞−

dtvutf )()()(  двух сигналов )(tu  и )(tv  с известными спек-

тральными плотностями )(ωF  и )(ωG  и )(ωV , соответственно, имеет 

спектральную плотность )()()( ωω=ω VUF . 

0 

t 

A 
s(t) 

–τи/2 τи/2 

500 

3 
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Тема 2. Расчет корреляционной функции  
элементарных сигналов  

Краткие теоретические сведения 

Корреляционный анализ детерминированных сигналов 

Наряду со спектральным подходом к описанию сигналов часто 

на практике оказывается необходимой характеристика, которая дава-

ла бы представление о некоторых свойствах сигнала, в частности, о 

скорости изменения во времени, а также о длительности сигнала без 

разложения его на гармонические составляющие. 

В качестве такой временной характеристики широко использу-
ется корреляционная функция сигнала. 

Для детерминированного сигнала )(ts  конечной длительности 

корреляционная функция определяется следующим выражением: 

∫
∞

∞−
µ τ+=τ dttstsB )()()( ,  (2.1) 

где τ  – временной сдвиг сигнала. 
В данном параграфе рассматриваются сигналы, являющиеся ве-

щественными функциями времени, и обозначение комплексного со-

пряжения можно опустить: 

.)()()( dttstsBs ∫
∞

∞−

τ+=τ   (2.2) 

Из выражения (2.2) видно, что )(tBs  характеризует степень свя-

зи (корреляции) сигнала )(ts  со своей копией, сдвинутой на величину τ  

по оси времени. Ясно, что функция )(tBs  достигает максимума при 

0=τ , так как любой сигнал полностью коррелирован с самим собой. 
При этом: 

,Э)()0(
2 == ∫

∞

∞−

dttsBs
  (2.3) 

т. е. максимальное значение корреляционной функции равно энергии 

сигнала. 
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С увеличением τ функция )(τsB  убывает (необязательно моно-

тонно) и при относительном сдвиге сигналов )(ts  и )( τ+ts  на время, 

превышающее длительность сигнала, обращается в нуль. 

Из общего определения корреляционной функции видно, что 

безразлично, вправо или влево относительно своей копии сдвигать 

сигнал на величину τ. Поэтому выражение (2.2) можно обобщить сле-

дующим образом: 

.)()()()()( dttstsdttstsBs ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

τ−=τ+=τ  (2.4) 

Это равносильно утверждению, что )(τsB  является четной 

функцией τ. 
Для периодического сигнала, энергия которого бесконечно вели-

ка, определение корреляционной функции с помощью выражений (2.1) 

или (2.2) неприемлемо. В этом случае исходят из следующего опреде-

ления: 

.)()(lim)()(
1

lim)(
2

2

2

2

пер
dttstsdttsts

T
B

T

T

T

T

T

s ∫∫
−

∞→
−

τ−=τ+=τ  (2.5) 

При таком определении корреляционная функция приобретает 

размерность мощности, причем )0(
перsB  равна средней мощности пе-

риодического сигнала. Ввиду периодичности сигнала )(ts  усреднение 

произведения )()( τ+tsts  или )()( tsts τ− по бесконечно большому от-

резку Т должно совпадать с усреднением по периоду T1. Поэтому вы-

ражение (2.5) можно заменить следующим выражением: 

.)()(
1

)()(
1

lim)(
2

2

1

2

2

пер
dttsts

T
dttsts

T
B

T

T

T

T

s ∫∫
−−

τ−=τ+=τ  (2.6) 

Входящие в это выражение интегралы – это корреляционная 

функция сигнала на интервале T1. Обозначая ее через )(
пер

τsB , прихо-

дим к соотношению 

1пер
)()(

1
TBB

Tss τ=τ . 
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Очевидно также, что периодическому сигналу )(ts  соответствует 

и периодическая корреляционная функция )(
пер

τsB . Период функции 

)(
пер

τsB  совпадает с периодом Т1 исходного сигнала )(ts . Например, 

для простейшего (гармонического) колебания )cos()( 00 θ+ω= tAts  кор-

реляционная функция: 

1

00
2
00

2

2

00

1

2
0

пер

2
,cos

2

1
)cos()cos()(

T
Adttt

T

A
B

T

T

s

π=ωτω=θ+τ+θ+ω=τ ∫
−

. 

При 0=τ  
2
0nep

2

1
)0( ABs =

 
– средняя мощность гармонического 

колебания с амплитудой А0 .  Важно отметить, что корреляционная 

функция )(nep τsB  не зависит от начальной фазы колебания 0θ .  

Для оценки степени связи между двумя различными сигналами )(1 ts  
и )(2 ts  используется взаимная корреляционная функция, определяе-

мая общим выражением: 

.)()()(
*
2121 dttstsB ss ∫

∞

∞−

τ+=τ   (2.7) 

Для вещественных функций s1 (t) и s2 (t): 

.)()()( 2121 dttstsB ss ∫
∞

∞−

τ+=τ  (2.8) 

Рассмотренная выше корреляционная функция )(τsB  является 

частным случаем функции )(21 τssB , когда )()( 21 tsts = .  

В отличие от )(τsB  взаимная корреляционная функция необяза-

тельно является четной относительно τ . Кроме того, взаимная корре-

ляционная функция необязательно достигает максимума при 0=τ .  

Соотношение между корреляционной функцией  
и спектральной характеристикой сигнала 

Воспользуемся выражением (1.7), в котором положим )()( tstf = , 

)()( τ−= tstg  и, соответственно, )()( ω=ω SF , .)()( ωτ−ω=ω ieSG  
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Тогда получим: 

.)()()(
2

1
)()(

*∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ωτ+ τ=ωωω
π

=τ+ s
i

BdeSSdttsts  

Учитывая, что )()()( 2* ω=ωω SSS , приходим к искомому сле-

дующему соотношению: 

.)(
2

1
)(

2∫
∞

∞−

ωτ+ ωω
π

= deStB
i

s
  (2.9) 

На основании известных свойств преобразований Фурье можно 
также написать: 

.)()(
2 ∫

∞

∞−

ωτ− ττ=ω deBS
i

s
  (2.10) 

Итак, прямое преобразование Фурье (2.10) корреляционной 

функции )(τsB  дает спектральную плотность энергии, а преобразова-

ние (2.9) дает корреляционную функцию )(τsB . 

Из выражений (2.9) и (2.10) вытекают следующие свойства: чем 

шире спектр S(ω) сигнала, тем меньше интервал корреляции, т. е. 
сдвиг τ, в пределах которого корреляционная функция отлична от ну-

ля. Соответственно, чем больше интервал корреляции заданного сиг-

нала, тем уже его спектр. 

Из выражений (2.9) и (2.10) также видно, что корреляционная 

функция )(τsB  не зависит от ФЧХ спектра сигнала. Так как при задан-

ном амплитудном спектре )(ωS  форма функции )(τs  существенно за-

висит от ФЧХ, то можно сделать следующее заключение: различным по 

форме сигналам )(ts , обладающим одинаковыми амплитудными спек-

трами, соответствуют одинаковые корреляционные функции )(τsB . 

Задачи  

1. Найти и построить график корреляционной функции прямо-

угольного импульса длительностью τи. 

2. Построить график корреляционной функции для сигнала, со-

стоящего из пяти прямоугольных импульсов длительностью τи каж-

дый и периодом следования Т. 
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3. Найти корреляционную функцию )(τsB , импульса, изобра-

женного на рис. 2.1. Определить энергию импульса, выделяемую на 

сопротивление 1 Ом. Построить график зависимости отношения 

)0(

)(

s

s

B

B τ
 и определить интервал корреляции. 

 

Рис. 2.1. Периодический пилообразный сигнал 

4. Найти корреляционную функцию колебания )2sin()( 00 θ+π= fts . 

5. Определить аналитическое выражение для автокорреляцион-

ной функции )(τsB  радиоимпульса, заданного выражением 

;

,0

0),cos(

;0,0

)(

и

и00







τ>
τ<<ϕ+ω

<
=

t

ttA

t

ts  

с огибающей прямоугольной формы.  

6. Вычислить автокорреляционные функции Bs(n) следующих  

дискретных сигналов: 

а) s1 = (1, 1, –1, 1, 1); 

б) s2 = (1, 1, –1, –1, 1); 

в) s3 = (1, 1, 1, 1, 1); 
г) s4 = (1, 1, 1, –1, –1, 1, –1) – код Баркера. 

0

t 

A 

s(t) 

–T/2 T/2 –T T 

–A 
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Тема 3. Модулированные колебания.  
Построение спектра и векторной диаграммы  

Краткие теоретические сведения 

Общие определения 

Передаваемая информация должна быть тем или иным способом 

заложена в высокочастотное колебание, называемое несущим. Час-

тота ω0 этого колебания выбирается в зависимости от расстояния, на 

которое должна передаваться информация, от условий распростране-

ния радиоволн. Но в любом случае частота ω0 должна быть велика 

по сравнению с наивысшей частотой mΩ  спектра передаваемого со-

общения. 

Это объясняется тем, что для неискаженной передачи сообще-

ний через радиотехнические цепи, а также для устранения искаже-

ний, возникающих при распространении радиоволн, необходимо, 

чтобы ширина спектра сообщения mΩ  была мала по сравнению с 0ω ; 

чем меньше отношение
0ω

Ωm , тем меньше проявляется несовершенство 

характеристик системы. Поэтому, чем выше требуемая скорость пе-

редачи информации и, следовательно, шире спектр сообщения mΩ , 

тем выше должна быть несущая частота радиосигнала. Как правило, 

выполняется неравенство 1
0

<<
ω
Ωm . 

В самом общем случае радиосигнал, несущий в себе информа-
цию, можно представить в виде 

))(cos()()](cos[)()( 0 ttAtttΑta Ψ=θ+ω= ,   (3.1) 

в котором амплитуда )(tA  или фаза )(tθ  изменяются по закону пере-

даваемого сообщения. 

Если Α  и θ  – постоянные величины, то выражение (3.1) описы-

вает простое гармоническое колебание, не содержащее в себе никакой 

информации. Если Α  и θ  подвергаются принудительному изменению 

для передачи сообщения, то колебание становится модулированным. 

В зависимости от того, какой из двух параметров изменяется, – 

амплитуда Α  или угол θ  – различают два основных вида модуляции: 

амплитудную (АM) и угловую. Угловая модуляция, в свою очередь, 
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подразделяется на два вида: частотную (ЧМ) и фазовую (ФМ). Эти 

два вида модуляции тесно связаны между собой, и различие между 

ними проявляется лишь в характере изменения во времени угла ψ при 

одной и той же модулирующей функции. 

Модулированное колебание имеет спектр, структура которого 

зависит как от спектра передаваемого сообщения, так и от вида моду-

ляции. То обстоятельство, что ширина спектра модулирующего со-

общения мала по сравнению с несущей частотой 0ω , позволяет счи-

тать )(tA  и )(tθ  медленными функциями времени. Это означает, что 

относительное изменение )(tA  или )(tθ  за один период несущего ко-

лебания мало по сравнению с единицей. 

Радиосигналы с амплитудной модуляцией 

При AM огибающая амплитуд несущего колебания изменяется 

по закону, совпадающему с законом изменения передаваемого сооб-

щения, частота же и начальная фаза колебания поддерживаются не-

изменными. Поэтому для амплитудно-модулированного радиосигна-

ла общее выражение (3.1) можно заменить следующим: 

]cos[)()( 00 θ+ω= ttAta .  (3.2) 

Характер огибающей )(tA  определяется видом передаваемого 

сообщения. 

При непрерывном сообщении (рис. 3.1, а )  модулированное ко-

лебание приобретает вид, показанный на рис. 3.1, б .   

 

Рис. 3.1. Модулирующая функция (а);  

амплитудно-модулированное колебание (б) 

а) 

б) 
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Огибающая )(tA  совпадает по форме с модулирующей функци-

ей, т. е. с передаваемым сообщением )(ts . Рис. 3.1, б построен в пред-

положении, что постоянная составляющая функции )(ts  равна нулю 

(в противоположном случае амплитуда несущего колебания А0 при 

модуляции может не совпадать с амплитудой немодулированного ко-

лебания). Наибольшее изменение )(tA  «вниз» не может быть больше А0, 

а «вверх» может быть в принципе и больше А0. 
Рассмотрим случай тональной модуляции, когда модулирующая 

функция является гармоническим колебанием:  

]cos[)( 0 γ+Ω∆= tAts m . 

Огибающую модулированного колебания при этом можно пред-

ставить в следующем виде: 

]cos[)( 0 γ+Ω∆+= tAAtA m , (3.3) 

где Ω – частота модуляции; γ – начальная фаза огибающей; ∆Аm – ам-
плитуда изменения огибающей (рис. 3.2). 

Отношение 
0A

A
M m∆=  называется коэффициентом модуляции. 

Таким образом, мгновенное значение модулированного колебания: 

).cos()]cos(1[)( 000 θ+ωγ+Ω+= ttMAta   (3.4) 

При неискаженной модуляции ( 1≤M ) амплитуда колебания из-

меняется в пределах от минимальной )1(0min MAA −=  до максималь-

ной )1(0max MAA += . 

 

Рис. 3.2. Колебание, модулированное по амплитуде  

гармонической функцией 
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Спектр амплитудно-модулированного колебания 

Пусть задано высокочастотное модулированное колебание,  

о котором известно, что частота ω0 и начальная фаза 0θ  – величины 

постоянные, а огибающая )(tA  содержит в себе передаваемое сооб-

щение )(ts .  Аналитически такое колебание можно представить с по-

мощью выражения (3.2). 

Установить связь между спектром модулированного колебания 

и спектром модулирующей функции проще и нагляднее всего для то-

нальной (гармонической) модуляции, когда огибающая 0( )A t A= +  

]cos[ γ+Ω∆+ tAm , а модулированное колебание определяется выраже-

нием (3.4). 
После этого развернутое выражение колебания a(t) принимает вид 

].++ ] ) + cos[(
2

]++ ] ) + cos[(
2

+)θ + cos()(

00
0

00
0

000

γθΩω+

+γθΩωω=

t
MA

t
MA

tAta

 

Первое слагаемое в правой части представляет собой исходное 

немодулированное колебание с частотой 0ω . Второе и третье слагаемые 

соответствуют новым колебаниям (гармоническим), появляющимся в 

процессе модуляции амплитуды. Частоты этих колебаний Ω+ω0  и 

Ω−ω0  называются верхней и нижней боковыми частотами модуляции. 

Это иллюстрируется векторной диаграммой, представленной  

на рис. 3.3. На этой диаграмме ось времени вращается по часовой 

стрелке с угловой частотой 0ω , причем отсчет угла t0ω  ведется от 

линии ОВ.  

 

Рис. 3.3. Векторная диаграмма амплитудно-модулированного колебания 
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Спектральная диаграмма колебания при тональной модуляции 

показана на рис. 3.4. Ширина спектра в этом случае равна удвоенной 

частоте модуляции Ω2 , а амплитуды колебаний боковых частот не 

могут превышать половины амплитуды немодулированного колеба-

ния (при 1≤M ). 

Аналогичные результаты можно получить при модуляции лю-

бым сложным сигналом. 

 

Рис. 3.4. Спектр колебания при тональной (гармонической) АМ 

Угловая модуляция 

Мгновенные значения частоты и полной фазы сигнала связаны 

соотношениями: 

;
)(

)(
dt

td
t

ψ=ω  (3.5) 

0

0

)()( θ+ω=ψ ∫ dttt
t

,  (3.6) 

где первое слагаемое в правой части (3.6) определяет набег фазы за 

время от начала отсчета до рассматриваемого момента t, а 0θ  – на-

чальная фаза колебания (в момент 0=t ). 

При таком подходе фазу )()( 0 ttt θ+ω=ψ ,  фигурирующую в вы-

ражении (3.1), следует заменить на 00 )()( θ+θ+ω=ψ ttt . Итак, общее 

выражение для высокочастотного колебания, амплитуда которого по-

стоянна, т. е. 0)( AtA = , а аргумент )(tψ  модулирован, можно предста-

вить в форме 

].)(cos[)( 000 θ+θ+ω= ttAta   (3.7) 
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Соотношения (3.5), (3.6), устанавливающие связь между изме-

нениями частоты и фазы, указывают на общность двух разновидно-

стей угловой модуляции – частотной и фазовой. 

Поясним соотношения (3.5), (3.6) на примере простейшей гар-

монической ЧМ, когда мгновенная частота колебания определяется 

следующим выражением: 

tt Ωω+ω=ω cos)( Д0 ,  (3.8) 

где ДД 2 fπ=ω  представляет собой амплитуду частотного отклонения. 

Для краткости Дω  в дальнейшем будем называть девиацией частоты 

или просто девиацией.  Через 0ω  и Ω , как и при AM, обозначены не-

сущая и модулирующая частоты. 

Составим выражение для мгновенного значения колебания, час-
тота которого изменяется по закону (3.8), а амплитуда постоянна. 

Подставляя в (3.6) )(tω  из уравнения (3.8), получаем:  

.)cos()(
0

0Д0∫ θ+Ωω+ω=ψ
t

dttt  

Выполнив интегрирование, найдем: 

0Д0 sin)/()( θ+ΩΩω+ω=ψ ttt .  (3.9) 

Таким образом, 

]sin)/(cos[)( 0Д00 θ+ΩΩω+ω= ttAta .  (3.10) 

Фаза колебания )(ta  наряду с линейно-возрастающим слагае-

мым t0ω  содержит еще периодическое слагаемое )sin)/( 0 tΩΩω . Это 

позволяет рассматривать )(ta  как колебание, модулированное по фазе. 

Закон этой модуляции является интегральным по отношению к зако-

ну изменения частоты. Именно модуляция частоты по закону 

tΩω cosД  приводит к модуляции фазы по закону tΩΩω sin)/( Д . Ам-

плитуду изменения фазы: 

m=Ωω=θ /Дmax  (3.11) 

часто называют индексом угловой модуляции и обозначают m.  

При гармонической угловой модуляции по характеру колебания 
нельзя заключить, с какой модуляцией мы имеем дело – с частотной 
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или фазовой, различие между ЧМ и ФМ можно выявить, только изме-

няя частоту модуляции. 

При ЧМ девиация Дω  пропорциональна амплитуде модулирую-

щего напряжения и не зависит от частоты модуляции Ω . 

При ФМ величина maxθ  пропорциональна амплитуде модули-

рующего напряжения и не зависит от частоты модуляции Ω . 

Эти положения поясняются на рис. 3.5, на котором показаны 

частотные характеристики величин Дω  и maxθ  при частотной и фазо-

вой модуляциях. В обоих случаях предполагается, что на вход моду-

лятора подается модулирующее напряжение с неизменной амплиту-

дой U, а частота Ω  изменяется от minΩ  до maxΩ . 

 

а) б) 

Рис. 3.5. Зависимость индекса maxθ  и девиации Дω   

от модулирующей частоты Ω  при ЧМ (а) и ФМ (б) 

Спектр колебания при гармонической угловой модуляции 

Используем полученные выше результаты для анализа колеба-

ния вида 

)sincos()( 00 tmtAta Ω+ω= .  (3.12) 

Начальная фаза 0θ , а также начальная фаза модулирующей 

функции γ опущены для упрощения выкладок.  

В данном случае .sin)( tmt Ω=θ  Подставляя )(tθ  в выражение (3.12), 

получаем: 

0 0 0 0( ) cos ( sin )cos sin( sin )sin .a t A m t t A m t t= Ω ω − Ω ω  (3.13) 
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Учитывая, что множители )sincos( tm Ω  и )sinsin( tm Ω являются 

периодическими функциями времени, разложим их в ряд Фурье. 

В теории бесселевых функций доказываются следующие соот-

ношения: 

...,4sin)(22cos)(2)()coscos(

...;5cos)(23cos)(2cos)(2)cossin(

....;4sin)(22sin)(2)()sincos(

...;5sin)(23sin)(2sin)(2)sinsin(

420

51

420

51

−Ω+Ω+=Ω
−Ω+Ω+Ω=Ω

+Ω+Ω+=Ω
+Ω+Ω+Ω=Ω

tmJtmJmJtm

tmJtmJtmJtm

tmJtmJmJtm

tmJtmJtmJtm

s

s

 

где )(mJn – бесселева функция первого рода n-го порядка от аргумента т. 

С помощью вышеприведенных соотношений уравнение (3.13) 

можно привести к виду 

...],sin3sin)(2

cos2cos)(2sinsin)(2cos)([)(

0

0201000

+ωΩ−
−ωΩ+Ω−ω=

ttmJ

ttmJttmJtmJAta

s

 

или в более развернутой форме: 

....}.])3cos()3)[cos((

])2cos()2)[cos((])cos(

))[cos((cos)({)sincos()(

003

0020

0100000

+Ω−ω−Ω+ω+
+Ω−ω+Ω+ω+Ω−ω−

−Ω+ω+ω=Ω+ω=

ttmJ

ttmJt

tmJtmJAtmtAta

 

Таким образом, при частотной и фазовой модуляциях спектр ко-

лебания состоит из бесконечного числа боковых частот, расположен-

ных попарно симметрично относительно несущей частоты 0ω  и отли-

чающихся от последней на nΩ , где п  – любое целое число. Амплиту-

да п -й боковой составляющей 0)( AmJA nn = , где A0 – амплитуда 

немодулированного колебания; т – индекс модуляции.  

Рассмотрим режимы угловой модуляции при малых и больших 
значениях т. Если т << 1, то имеют место приближенные следующе- 

го равенства: 

.1)sincos(,sin)sinsin( ≈ΩΩ≈Ω tmtmtm  

С учетом этого выражение (3.13) переходит в следующее: 

−Ω+ω+ω=Ω−ω≈ t
m

tAttmtAta )cos(
2

[cos)sinsin(cos)( 000000
 

].)cos(
2

0 t
m Ω−ω−  (3.16) 

(3.15) 

(3.14) 
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Из (3.13) видно, что при малых значениях т  спектр колебания, 

как и при AM, состоит из несущей частоты 0w  и двух боковых частот: 

верхней Ω+ω0  и нижней Ω−ω0 . Единственное отличие заключается 

в фазировке колебаний боковых частот относительно несущего коле-

бания. При AM фазы колебаний боковых частот симметричны отно-

сительно несущей частоты, а при угловой модуляции фаза колебания 

нижней боковой частоты сдвинута на 180° (знак минус перед послед-
ним слагаемым в (3.16)). Это положение иллюстрируется векторной 

диаграммой, показанной на рис. 3.6, а.  

Спектральная диаграмма для угловой модуляции при т << 1 

показана на рис. 3.6, б. Ширина спектра при m << 1 равна Ω2 , как  

и при AM.  

Рассмотрим теперь большие значения т .  Анализ показывает, 

что при больших индексах модуляции ширина спектра модулирован-

ного колебания близка к удвоенной девиации частоты, т. е. .2 Дω  

 
а) б) 

Рис. 3.6. Векторная диаграмма (а) и спектр колебания (б)  

при угловой модуляции с индексом т << 1 

Задачи 

1. Определить число радиовещательных, радиотелефонных, те-

левизионных, телеграфных каналов, которые могут работать без вза-

имных помех в диапазоне длин волн λ= 2–5 м, при следующих дан-

ных: максимальные частоты в спектрах передаваемых сообщений для 

телеграфных каналов – 300 Гц; радиотелефонных – 3 кГц; радиовеща-
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тельных – 5 кГц; телевизионных – 6 МГц; передача телевизионного 

сигнала ведется на одной боковой полосе частот амплитудно-

модулированного колебания (АМК); для устранения перекрестных 

помех между каналами связи предусмотреть защитные интервалы 

шириной 10 % от максимальной частоты спектра сообщения. Оценить 

относительную полосу частот АМК при λ = 2 м и λ = 5 м.  

2 На рис. 3.7 представлена диаграмма амплитудно-модулиро- 
ванного колебания (АМК).  

 

Рис. 3.7. Диаграмма амплитудно-модулированного колебания 

3. Для этого сигнала записать аналитическое выражение и изо-

бразить его спектрограмму. Определить среднюю за период модуля-

ции мощность, выделяемую на сопротивлении 1 Ом. 
4. Задано аналитическое выражение амплитудно-модулирован- 

ного колебания:  

)
3

10cos()
4

105cos(5,0)
6

10cos(3,0120)( 634 π+



 π+⋅+π++= ttttu , В. 

Построить спектральную и векторную (при t = 0) диаграммы, 

определить ширину спектра и среднюю мощность, выделяемую на 

сопротивлении 1 Ом. 

5. Изобразить спектральную диаграмму частотно-модулирован- 

ного колебания (ЧМК), у которого частота несущего колебания равна 
2 МГц; девиация частоты – 2 кГц; частота модуляции – 20 кГц; ам-

плитуда несущего колебания – 10 В; начальная фаза – 0º. Построить 

векторную диаграмму для 
8

T
t = . Сравнить со спектром АМК, задан-

ного аналитически: 

3 6( ) 10 1 0,1cos(2 2 10 ) cos(2 2 10 ).s t t t = + π ⋅ π ⋅   
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6. На вход фазового модулятора поступает сигнал )(ts , показан-

ный на рис. 3.8. Каковы законы изменения фазы )(tθ  и мгновенной 

частоты модулированного колебания? 

 

 

Рис. 3.8. Сигнал s(t), поступающий на вход фазового модулятора 

7. Однотональный амплитудно-модулированный сигнал описы-

вается следующим выражением: 

4 7( ) 500 1 0,8cos(10 45 ) cos(10 90 ).u t t t = + + ° + °   

Построить в масштабе векторную диаграмму данного сигнала 

для момента времени 0=t .  

8. Однотональный частотно-модулированный сигнал имеет не-

сущую частоту 500 =f  МГц и частоту модуляции 20=Ω кГц. Вычис-

лить, в каких пределах [ ]maxmin , ff  должна изменяться мгновенная часто-

та этого колебания для того, чтобы индекс модуляции m был равен 40.  

9. Однотональный частотно-модулированный сигнал имеет час-

тоту модуляции 12=Ω  кГц и индекс модуляции 25=m . Вычислить 

практическую ширину спектра ПРf∆  данного колебания. 

0 

s(t) 

T/2 T 

t 
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Тема 4. Оптимальный (согласованный) фильтр  

Краткие теоретические сведения 

Требования к фильтру, максимизирующему отношение «сиг-

нал/помеха», можно сформулировать следующим образом. На вход 
линейного четырехполюсника с постоянными параметрами и переда-

точной функцией )( ωiK  подается аддитивная смесь сигнала )(ts  и 

шума )(tn . Сигнал полностью известен; это означает, что заданы его 

форма и положение на оси времени. Шум представляет собой случай-

ный процесс с заданными статистическими характеристиками. Требу-

ется синтезировать фильтр, обеспечивающий получение на выходе 

наибольшего возможного отношения пикового значения сигнала к 

среднеквадратическому значению шума. При этом не ставится усло-
вия сохранения формы сигнала, так как для обнаружения его в шумах 

форма значения не имеет. 

Под синтезом фильтра будем подразумевать отыскание переда- 

точной функции физически осуществимого фильтра, обеспечиваю- 

щего максимизацию отношения «сигнал/помеха» на выходе. Переда- 

точную функцию будем представлять в форме 

.)(=ω)(
)( wi keKiK

ϕω  

Таким образом, задача сводится к отысканию АЧХ )(ωK  и ФЧХ 

)(ωϕk  оптимального фильтра. Наиболее просто эта задача решается 

для сигнала, действующего на фоне белого шума с равномерным 

спектром constW=)( 0 =ωW .  

Для отыскания оптимальной (в указанном смысле) передаточ-

ной функции )( ωiK  составим выражения для сигнала и шума на вы-

ходе фильтра сначала порознь, а затем в виде их отношения. 

Сигнал в фиксированный момент времени 0t  определяем общим 

выражением: 

[ ] ωωω
π

=ωω
π

= ∫∫
∞−

ω+ωϕ+ωθ

∞−

ω
deiKSdweiKStS

titi ks 00 )()(
0вых )()(

2

1
)()(

2

1
)( ;  (4.1) 

среднеквадратическое значение помехи – следующим выражением: 

.)(
2

)()(
2

1
2/1

202
вых 



 ωω

π
=



 ωωω

π
=σ ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
dK

W
dKW  (4.2) 
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В выражении (4.1) 
)(

)()(
ωθω=ω si

eSiS (4.1) – спектральная 

плотность заданного входного сигнала )(ts , а под 0t  подразумевается 

момент времени (пока еще не определенный), соответствующий мак-

симуму (пику) сигнала на выходе фильтра. При этом 0t  не может 

быть раньше момента окончания сигнала. 

Составим теперь следующее отношение: 

.

)(
2

)()(
2

1

)(
2/1

20
вых

0вых





 ωω

π

ωωω
π

=
σ

∫

∫
∞+

∞−

∞−

dK
W

diKS
tS

 (4.3) 

Воспользуемся известным неравенством Шварца: 

,)()()()(
2

2

2

121 ∫∫∫ ≤



 b

a

b

a

b

a
dxxFdxxFdxxFxF   (4.4) 

где )(1 xF  и )(2 xF – в общем случае комплексные функции. 

Это неравенство обращается в равенство только при выполне-

нии условия 

),(=)( 12 xAFxF
∗

  (4. 5) 

т. е. когда функция )(2 xF  пропорциональна функции, комплексно-

сопряженной )(1 xF , где А – произвольный постоянный коэффициент. 

Приравнивая в (4.4): 

;)()(
)(

1
ωθω= si

eSxF  

[ ]0( )

2 ( ) ( ) ,ki t
F x K e

φ ω +ω= ω  

записываем неравенство (4.4) в форме 

[ ]
2/1

22)()(
)(

2

1
)(

2

1
)()(

2

1
0 








ωω

π
ωω

π
≤ωωω

π ∫∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−∞−

ω+ωϕ+ωθ
dKdSdeiKS

ti ks . 

Тогда выражение (4.3) позволяет составить следующее неравенство: 

.))(
2

11)(
2/1

2

2/1
0вых

0вых 







ωω

π
=

σ ∫
∞+

∞−

dS
W

tS
  (4.6) 
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Учитывая, что выражение в квадратных скобках правой части 

этого неравенства – это полная энергия Э входного сигнала, прихо-

дим к следующему результату: 

.
Э)(

0вых

0вых

W

tS ≤
σ

  (4.7) 

Наконец, из выражения (4.5) следует, что это неравенство обра-

щается в равенство при выполнении условия 

[ ] [ ]
,)()()(

)()( 0 ωθ−∗ω+ωϕ ω=ω=ω sk iti
eASASeK  

или, что то же: 

[ ] [ ]
.)()()()( 00 )()( titii sk eASeASeKiK

ω+ωθ−ω−∗ωϕ ω=ω=ω=ω   (4. 8) 

Полученное соотношение полностью определяет передаточную 

функцию фильтра, максимизирующего отношение «сигнал/помеха» 
на выходе (при входной помехе типа белого шума). 

Функция )( ωiK , отвечающая условию (4.8), согласована со 

спектральными характеристиками сигнала – амплитудной и фазовой. 

В связи с этим рассматриваемый оптимальный фильтр часто называ-
ют согласованным фильтром. 

Импульсная характеристика согласованного фильтра 

Импульсная характеристика согласованного (оптимального) 

фильтра )(tq  определяется как функция 

),()( 0 ttAstq −=   (4.9) 

т. е. импульсная характеристика по своей форме должна совпадать с 
зеркальным отражением сигнала. 

Построение графика функции )( 0 tts −  показано на рис. 4.1. 

Кривая )( ts −  является зеркальным отражением заданного сигнала 

)(ts  с осью ординат в качестве оси симметрии. Функция )( 0 tts − , 

сдвинутая относительно )( ts −  на время 0t  вправо, также зеркальна по 

отношению к исходному сигналу ),(ts  но с осью симметрии, прохо-

дящей через точку 2/0t  на оси абсцисс.  

На рис. 4.2 показано аналогичное построение для случая, когда 

отсчет времени ведется от начала сигнала. 
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Рис. 4.1. Построение функции,  

зеркальной по отношению к сигналу 

 Рис. 4.2. Построение импульсной 

характеристики согласованного 
фильтра 

Поскольку импульсная характеристика физической цепи не мо-

жет начинаться при 0<t  (отклик фильтра не может опережать воз-

действие )(tq ), то очевидно, что задержка, фигурирующая в выраже-

нии (4.8), не может быть меньше сT . Только при с0 Tt ≥  может быть 

использована вся энергия сигнала для создания наибольшего возмож-

ного пика в точке 0tt = . Ясно, что увеличение 0t  сверх сT  не влияет 

на пиковое значение выходного сигнала, а просто сдвигает его вправо 

(в сторону запаздывания). 

Задачи 

1. Синтезировать фильтр, согласованный с видеоимпульсом пря-
моугольной формы, действующим на фоне белого шума (с нормальным 

распределением). Амплитуда видеоимпульса E = 5 В; длительность 

2и =τ мс; спектральная плотность мощности шума 
2

0 105)(
−⋅=ωW

 
В

2 
/Гц. 

Вычислить отношение пикового значения сигнала к среднеквадратич-

ному значению помехи на выходе фильтра. Нарисовать структурную 

схему фильтра. 
2. Рассмотреть задачу квазиоптимальной фильтрации сигнала.  

В этой задаче сигнал и помеха из предыдущей задачи пропускаются 

через интегрирующую RC-цепь. Вычислить отношение «сигнал/шум» 

на выходе RC-цепи в зависимости от постоянной времени цепи цτ . 

Определить оптимальное значение и.оптτ , при котором достигается 

максимальное отношение «сигнал/помеха». Оценить потери (в деци-

белах) квазиоптимального фильтра в отношении «сигнал/помеха» по 
сравнению с предыдущей задачей. 

3. На выходе RC-цепи (рис. 4.3) действуют два последовательно 

включенных источника ЭДС. Один из них создает белый шум )(tn  с 

постоянным на всех частотах значением спектра мощности 0W . Вто-
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рой источник создает гармонический сигнал tUtU m 0вх cos)( ω= , ам-

плитуда и частота которого известны. Определить постоянную време-

ни оптимального RC-фильтра, при котором отношение «сигнал/шум», 

определяемое как 
вых

вых

σ
= mU

Q  на выходе, окажется максимальным. 

 

 

Рис. 4.3. RC-фильтр  

4. Синтезировать оптимальный фильтр, согласованный с радио-

импульсом прямоугольной формы, действующим на фоне белого шу-

ма (с нормальным распределением). 

5. Синтезировать оптимальный фильтр, согласованный с пачкой 

из N прямоугольных импульсов. 

6. Синтезировать оптимальный фильтр, согласованный с видео-

импульсом прямоугольной формы, действующим на фоне небелого 

шума с энергетическим спектром )(ωW . 

С 

R 

n(t) 

U(t) 

Uвых 
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Тема 5. Трансверсальный и рекурсивный фильтры. 
Анализ устойчивости цифрового фильтра 

Краткие теоретические сведения 

Физически осуществимые цифровые фильтры (ЦФ), которые 

работают в реальном масштабе времени, для формирования выходно-

го сигнала в i-й дискретный момент времени могут использовать сле-

дующие данные: 

а) значение входного сигнала в момент i-го отсчета, а также не-

которое число «прошлых» входных отсчетов ;,...,, 21 miii xxx −−−  

б) некоторое число предшествующих отсчетов выходного сиг-

нала ....,,, 21 niii yyy −−−  

Целые числа m и n определяют порядок ЦФ. 

Классификация ЦФ проводится по-разному в зависимости от то-

го, как используется информация о прошлых состояниях системы. 

Трансверсальный цифровой фильтр 

Так принято называть фильтры, которые работают в соответст-
вии с алгоритмом  

mimiii xaxaxay −− +++= ...110 ,  (5.1) 

где maaa ...,, 10  – последовательность коэффициентов. 

Число т является порядком трансверсального цифрового фильт-

ра. Как видно из формулы (5.1), трансверсальный фильтр проводит 

взвешенное суммирование предшествующих отсчетов входного сигна-

ла и не использует прошлые отсчеты выходного сигнала. Применив  

z-преобразование к обеим частям выражения (5.1), убеждаемся, что 

).()...()( 1
10 zXzazaazY m

m
−− +++=  

Отсюда следует, что системная функция: 

m
m

mm
m

m
z

zazaza
zazaazH

+++=+++=
−

−− ...
...)(

1
101

10   (5.2) 

является дробно-рациональной функцией z, имеющей m-кратный по-
люс при 0=z  и т нулей, координаты которых определяются коэф-

фициентами фильтра. 
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Алгоритм функционирования трансверсального ЦФ поясняется 
структурной схемой, приведенной на рис. 5.1.  

Основными элементами фильтра служат блоки задержки от-

счетных значений на один интервал дискретизации (прямоугольники 

с символами 1−
z ), а также масштабные блоки, выполняющие в цифро-

вой форме операции умножения на соответствующие коэффициенты.  

Трансверсальный фильтр всегда устойчив, так как не имеет об-

ратных связей. 

 

Рис. 5.1. Схема построения трансверсального ЦФ 

Импульсная характеристика 

Из формулы (5.2) видно, что каждое слагаемое функции H(z) да-

ет вклад, равный соответствующему коэффициенту ,na  смещенному 

на п позиций в сторону запаздывания. Таким образом, здесь 

{ } )....( 10 mk aaah +++=   (5.3) 

К такому выводу можно прийти и непосредственно, рассматри-

вая структурную схему фильтра (рис. 5.1) и полагая, что на его вход 
подан «единичный импульс» (1, 0, 0, 0, ...). 

Важно отметить, что импульсная характеристика трансверсаль-

ного фильтра содержит конечное число членов. 

Частотная характеристика 

Если в формуле (5.2) провести замену переменной: 

)exp( ∆ω= jz , 

то получим частотный коэффициент передачи:  

)...()( 10
∆ω−∆ω− +++=ω mj

m
j eaeaajK .  (5.4) 
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При заданном шаге дискретизации Δ можно реализовать самые 

разнообразные формы АЧХ, подбирая должным образом весовые ко-

эффициенты фильтра. 

Рекурсивный цифровой фильтр 

Так принято называть фильтры, которые работают в соответст-

вии с алгоритмом 

0 1 2( ) ( ) ( 1) ( 2) ... ( )my k a s k a s k a s k a s k m= + − + − + + − +  

1 2( 1) ( 2) ... ( ).nb y k b y k b y k n+ − + − + + −  (5.5) 

В формулах отсчеты часто обозначают и как )(kyyk = . 

Системная функция этого фильтра имеет вид 

.
...1

...
)(

2
2

1
1

2
2

1
10

n
n

m
m

zbzbzb

zazazaa
zH −−−

−−−

−−−−
++++=   (5.5a) 

Алгоритм функционирования рекурсивного ЦФ поясняется 

структурной схемой, приведенной на рис. 5.2. 

Устойчивость рекурсивных цифровых фильтров 

Рекурсивный ЦФ является дискретным аналогом динамической 

системы с обратной связью, поскольку в ячейках памяти хранятся 

значения его предшествующих состояний. Если заданы некоторые 

начальные условия, т. е. совокупность значений 1 2, , ... ,i i i ny y y− − −  то  

в отсутствие входного сигнала фильтр будет образовывать элементы 

бесконечной последовательности ,...,,, 21 ++ ii yyy  играющей роль 

свободных колебаний. 

 

Рис. 5.2. Схема построения рекурсивного цифрового фильтра 
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Цифровой фильтр называется устойчивым, если возникающий  

в нем свободный процесс есть невозрастающая последовательность,  

т. е. значения { }ny  при ∞→n  не превышают некоторого положитель-

ного числа М независимо от выбора начальных условий. 
Свободные колебания в рекурсивном ЦФ на основании алго-

ритма (5.5) являются решением линейного разностного уравнения: 

....2211 niniii ybybyby −−− +++=   (5.6) 

По аналогии с принципом решения линейных дифференциаль-

ных уравнений будем искать решение (5.6) в виде показательной 

функции: 

i
iy α=   (5.7) 

с неизвестным пока значением α . Подставив (5.7) в (5.6) и сократив 

на общий множитель, убеждаемся, что α  является корнем характери-

стического уравнения: 

.0...2
2

1
1 =−−α−α −−

n
nn bbb   (5.8) 

Это уравнение в точности совпадает с уравнением, которому 

удовлетворяют полюсы системной функции рекурсивного ЦФ (5.5a). 

Пусть система корней nααα ...,, 21 уравнения (5.8) найдена. То-

гда общее решение разностного уравнения (5.6) будет иметь вид 

....2211
i
nn

ii
i AAAy α++α+α=   (5.9) 

Коэффициенты nAAA ...,, 21  должны быть подобраны так, 

чтобы удовлетворялись начальные условия. 

Если все полюсы системной функции H(z), т. е. числа 

nnzzz α=α=α= ...,,, 2211  по модулю не превосходят единицы, рас-

полагаясь внутри единичного круга с центром в точке 0=z , то на  

основании (5.9) любой свободный процесс в ЦФ будет описываться 

членами убывающих геометрических прогрессий и фильтр будет  

устойчив. 

Критерий устойчивости рекурсивного цифрового фильтра  

Задачу об устойчи-вости рекурсивного ЦФ произвольного 
порядка можно решить, связав данную проблему с расположением 

корней многочленов. Для этого заметим, что преобразование вида 
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






−ω
+ω=

1

1
z   (5.10) 

взаимно-однозначно отображает левую полуплоскость комплексной 

переменной ω  на единичный круг в комплексной плоскости z с 

центром в точке .0=z  Действительно, точке 1−=ω  соответствует 

точка .0=z  B то же время мнимая ось в w-плоскости, т. е. 

совокупность точек с координатами ,ja=ω  где a – произвольное 

вещественное число, отображается в множество точек единичной 

окружности: 

))(arctg2exp( ajz −= . 

Возьмем характеристическое уравнение ЦФ: 

0...
2

2
1

1 =−−−− −−
n

n

n

n

nn bzbzbz   (5.11) 

и подставим в него переменную z, выраженную через переменную w, 

согласно формуле (5.10): 

.0...
1

1

1

1

1

1
2

2

1

1 =−−






−
+−







−
+−







−
+ −−

n

nnn

b
w

w
b

w

w
b

w

w
 

Приведем это выражение к общему знаменателю (w – 1)
n
, 

получим характеристическое уравнение относительно переменной w: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) .01...11111
22

2
1

1 =−−−+−−+−−+ −− n

n

nnn
wbwwbwwbw  

Если многочлен по степеням w, образующий левую часть 

последней формулы, имеет корни лишь в левой полуплоскости, то 

исходный характеристический многочлен вида (5.11) имеет корни, 

располагающиеся лишь в единичном круге на z-плоскости. Как 

следствие, анализируемый рекурсивный ЦФ будет устойчивым. 

Для того чтобы определить, устойчив фильтр или нет без нахо-

ждения корней уравнения, можно воспользоваться алгебраическим 

критерием Рауса–Гурвица. В соответствии с этим критерием, чтобы 

корни уравнения вида 

0... 01
1

1 =++++ −
− apapapa n

n
n

n  

с вещественными коэффициентами лежали в левой полуплоскости пе-

ременной p, необходимо и достаточно, чтобы были положительными: 
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1) коэффициенты an и a0; 

2) определитель Гурвица: 

10

345

123

1

1

00

0...

0...

0...0

aa

aaa

aaa

aa

D
nnn

nnn

nn

n

−−−

−−−

−

− = ; 

3) все главные миноры этого определителя.  

Если хотя бы одно из условий не выполняется, то фильтр неус-

тойчив. 

Задачи 

1. Цифровой фильтр имеет системную функцию: 

.
6,0

5,2
)(

−
=

z
zH  

Вычислить импульсную характеристику {hk} данного фильтра. 

Определить устойчивость данного фильтра, записать выражение для 

алгоритма работы. 

2. Собственные колебания в рекурсивном цифровом фильтре 
второго порядка описываются разностным уравнением: 

.5,0 21 −− −= iii yyy  

Исследовать устойчивость данного фильтра. 

3. Шум квантования поступает на вход рекурсивного цифрового 

фильтра первого порядка. Фильтр преобразует последовательность 

входных отсчетов {xk} в последовательность {yk} отсчетов на выходе 
в соответствии с алгоритмом  

.9,0 1 iii xyy += −   

Найти дисперсию 2
выхσ   шума квантования на выходе фильтра. 

4. Используя критерий Рауса–Гурвица, определить устойчив ли 
фильтр, имеющий системную функцию: 

54321

531

25,046,01

5,05,2
)( −−−−−

−−−

−−−+−
−+−=

zzzzz

zzz
zH . 
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5. По заданному частотному коэффициенту передачи ЦФ: 

∆ω−∆ω−∆ω−∆ω−

∆ω−∆ω−∆ω−

−−−−
−+−=ω

jjjj

jjj

eeee

eez
jK

5432

42

6,02,05,01

5,01
)(  

записать выражение для алгоритма работы и системной функции, на-

рисовать структурную схему фильтра и определить его устойчивость. 
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Тема 6. Корреляционный приемник. Оценка  
неслучайного параметра детерминированного сигнала 

Краткие теоретические сведения 

Корреляционный приемник 

Целью оптимального приема сигналов является повышение вер-

ности принимаемых сообщений.  

Приемник анализирует смесь i-го элемента сигнала и помехи: 

)()()( tntutz i +=  

в течение единичного интервала времени иτ . 

Задача обнаружения сигнала на фоне шума – это определить, 

имеется ли на входе приемника полезный сигнал или сигнал отсутст-
вует (только помеха).  

В качестве критерия оптимальности выберем критерий макси-

мума отношения правдоподобия. 

Рассмотрим простейший случай, когда полезный сигнал извес-

тен точно и может иметь два значения )(1 tu  и )(0 tu , которые назовем 

гипотезами 1H  и 0H . Вероятности присутствия сигналов на входе 

равны, соответственно, 1P  и 0P . 

Приемник анализирует смесь элемента сигнала и помехи в тече-

ние единичного интервала иτ . Для решения вопроса о наличии или 

отсутствии сигнала приемник должен вычислять апостериорные ве-

роятности возможных значений сигнала на основе анализа смеси сиг-

нала и помехи, которые затем сравниваются между собой, и на основе 

этого анализа принимать решение. 

Если выполняется следующее неравенство: 

,
))(/(

))(/(

1

0

0

1

P

P

tuzw

tuzw >=Λ   (6.1) 

то принимается решение, что передавался сигнал ).(1 tu  

Это неравенство можно переписать в виде 

λ>Λ ,  (6.2) 

где 
1

0

P

P=λ  – порог сравнения. 
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Левая часть неравенства Λ  называется отношением правдопо-

добия двух гипотез о том, что передавался сигнал )(1 tu  и )(0 tu , а 

правая часть λ  – порогом сравнения. 
Так как логарифм – функция монотонная, то можно записать:  

.lnln λ>Λ   (6.3) 

Рассмотрим случай нормального белого шума со спектральной 

плотностью 0N . Если сообщения равновероятны, то неравенство 

можно переписать в виде  

.

])]()([
1

exp[

])]()([
1

exp[

1

0

0

2
0

0

0

2
1

0

и

и

P

P

dttutz
N

dttutz
N

>
−−

−−
=Λ

∫

∫
τ

τ

  (6.4) 

Раскрывая скобки в подинтегральных выражениях, получим:  

∫∫
ττ

−>−
ии

0

00

0

11 ,5,0)()(5,0)()( EdttutzEdttutz   (6.5) 

где iE  – энергия принимаемого сигнала. 

Структура оптимального приемника определяется уравнением (6.5), 

содержит корреляторы, вычисляющие корреляционные интегралы, и 
решающее устройство, в котором результаты вычислений сравнива-

ются между собой. 

Приемник, вычисляющий корреляционный интеграл, называется 

корреляционным приемником. 

Для двоичной системы неравенство (6.5) записывается в виде  

)(5,0)()( 01

0

и

EEdttutz −=λ>∫
τ

∆ ,  (6.6) 

где )(tu∆  – разностный сигнал; λ  – пороговый уровень. 

Структурная схема корреляционного приемника содержит: пе-
ремножитель, интегратор и решающее устройство, в котором корре-

ляционный интеграл сравнивается с порогом λ . 

Корреляционный приемник используется не только для бинар-

ного обнаружения сигналов, но и для бинарного распознавания сиг-

налов. 
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6.2. Оценка неслучайного параметра по максимуму  

правдоподобия 

Рассмотрим простейшую задачу оценки неслучайной величины, 

наблюдаемой на фоне шума, т. е. наблюдаем сигнал nar += , где  
a – неизвестный неслучайный параметр; n – шум. Если шум имеет 

нормальное распределение, то распределение принимаемого сигнала 

имеет вид 

.)2()/( )2/()( 22 σ−−σ⋅π= ar
earp  

Выбираем в качестве нашей оценки â такое значение параметра a , 

которое с наибольшей вероятностью обусловило то, что имеет место 
именно данное значение наблюдаемой величины r. 

То есть в качестве оценки выбираем значение параметра ,a  при 

котором распределение )2/(rp , имеет максимум. 

Назовем значение параметра, оцененного при помощи этой про-

цедуры, оценкой по максимуму правдоподобия. В общем случае 

функцию )/( arp ’ рассматриваемую как функцию величины a , назы-

вают функцией правдоподобия. Так как логарифм – функция моно-

тонная, то максимум можно находить и по )./(ln arp  

Оценкой параметра â по максимуму правдоподобия является та-

кое значение параметра, при котором функция правдоподобия макси-
мальна.  

Если максимум лежит внутри области изменения параметра и 

функция правдоподобия имеет непрерывную первую производную, то 

необходимое условие отыскания оценки имеет вид  

.0
)/(ln =

∂
∂

a

arp
 

Это уравнение называется уравнением правдоподобия. 

Решение этого уравнения относительно параметра a и является 

оценкой â параметра. 
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Задачи 

1. Пусть по гипотезе 1H  выходной величиной источника являет-

ся постоянное напряжение m, а по гипотезе 0H  – напряжение, равное 

нулю. Наблюдение производится на фоне аддитивного шума. Мы бе-

рем отсчеты результирующего выходного напряжения через каждую 

секунду и получаем N отсчетов. Каждый отсчет шума in  есть гауссова 

случайная величина с нулевым средним и дисперсией .
2σ  Отсчеты 

шума in  в различные моменты времени являются независимыми. 

Найти алгоритм принятия решения о наличии сигнала и нарисовать 

структурную схему корреляционного приемника. Вычислить порог 

сравнения для решающего устройства. 

2. Принимается известный точно дискретный амплитудно-

модулированный радиосигнал (радиоимпульс). Считать, что вероят-

ности наличия сигнала 1p  и его отсутствия 0p  равны. Помеха являет-

ся нормальным белым шумом со спектральной плотностью 0N . Время 

анализа смеси сигнала и шума равно длительности единичного интер-

вала иτ . Найти алгоритм принятия решения о наличии сигнала и на-

рисовать структурную схему корреляционного приемника. Вычислить 

порог сравнения для решающего устройства.  

3. По каналу связи могут быть неодновременно переданы два 

противоположных фазомодулированных сигнала. Считать, что веро-

ятности наличия сигналов равны. Помеха является нормальным бе-

лым шумом со спектральной плотностью 0N . Время анализа смеси 

сигнала и шума равно длительности единичного интервала иτ . Найти 

алгоритм принятия решения о наличии того или другого сигнала и 
нарисовать структурную схему корреляционного приемника. Вычис-

лить порог сравнения для решающего устройства.  

4. Принимается сигнал )sin()( 0 ϕ+= twAts  на фоне аддитивного 

белого шума с нормальным законом распределения с нулевым матема-

тическим ожиданием, дисперсией 2σ  и энергетическим спектром 0W , 

где ϕ – неслучайный неизвестный параметр. Требуется найти алго-

ритм оценки фазы ϕ и нарисовать структурную схему устройства 

оценки. 
Указание. Ограничить спектральную плотность шума верхней 

частотой Вf , определить дисперсию шума в этой полосе через шаг 

дискретизации t∆  по теореме Котельникова, определить функцию 
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правдоподобия для N совместных отсчетов и сделать предельный пе-

реход при .∞→f   

5. Принимается сигнал )sin()( 0twAts =  на фоне аддитивного бе-

лого шума с нормальным законом распределения с нулевым математи-

ческим ожиданием, дисперсией 
2σ  и энергетическим спектром 0W ,  

где А – неслучайный неизвестный параметр. Требуется найти алго-

ритм оценки амплитуды А и нарисовать структурную схему устройст-

ва оценки. 
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Тема 7. Эффективное кодирование 

Краткие теоретические сведения 

В общем случае под информацией понимают совокупность све-
дений о каких-либо сообщениях, явлениях или предметах, которые 
получает потребитель. В теории передачи информация – это сведения, 
являющиеся объектом хранения, передачи и преобразования. Инфор-
мацию, представленную в форме, которая позволяет осуществлять ее 
преобразование с целью передачи, обработки и практического исполь-
зования, называют сообщением. 

Мера количества информации 

Мера количества информации должна отражать сущность рабо-
ты систем передачи сообщений и служит основой для сравнения их 
между собой. Для систем передачи информации в большинстве слу-
чаев не имеет значение конкретное содержание сообщений, их цен-
ность, важность, истинность или ложность.  

Понятие количества информации прошло следующие этапы 
эволюции: 

1. Сообщение состоит не из одного, а из многих символов (букв, 
знаков, элементов). Число возможных элементов определяется объе-
мом m соответствующего алфавита, где im  – алфавит источника;  

km  – алфавит кодера; Sm  – алфавит сигнала, а число элементов в со-
общении – n. При выборе первого элемента сообщения производится 
выбор из m возможных элементов. При выборе второго делается вы-
бор из того же числа m элементов, но число возможных комбинаций 
выбора двух элементов составляет уже 

2
m (при m = 2, например, «0»  

и «1», возможных комбинаций – 4: «00», «01», «10» и «11»). Если же 
сообщение содержит n элементов, то число различных сочетаний этих 
элементов равно: 

.
n

mN =   (7.1) 

Значение N определяет число возможных сообщений. Оно и 

может служить мерой количества информации. Однако мера N не об-

ладает свойством аддитивности. Действительно, количество инфор-

мации в сообщении из n символов не равно сумме количеств инфор-

мации из n1 и n2 символов, так как ,21 nnn
mmm +=  если  

.21 nnn =+  
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2. Для удовлетворения условию аддитивности можно выбрать в 

качестве меры количества информации не само число N, а некоторую 

его функцию )(NfJ = . Р. Хартли в 1928 г. предложил логарифмиче-

скую меру количества информации: 

).log(log mnNJ ==   (7.2) 

Эта мера обладает свойством аддитивности, а именно: 

),log(2)log(1)log( mnmnmn +=  если nnn =+ 21 . 

Основание логарифма в (7.2) не имеет существенного значения. 

Широко пользуются логарифмом по основанию 2 (причем обозначе-

ние «2» опускается). В этом случае количество информации измеря-

ется в двоичных единицах или битах. Однако мера (7.2) не учитывает 
зависимость количества информации, содержащегося в сообщении, 

от вероятности появления сообщения. В то же время эта вероятность 

характеризует неожиданность данного сообщения для получателя. 

3. К. Шеннон учел требуемую зависимость и предложил определять 

количество информации, содержащееся в сообщении ix  (i = 1, 2, … , im ) 

и относящееся к выбору данной буквы х алфавита источника, в виде 

)],(log[]
)(

1
log[)( j

j

j xp
xp

xJ −==   (7.3) 

где )( jxp  – вероятность появления сообщения xj, причем сумма всех 

1)( =jxp . 

Как следует из (7.3), количество информации, содержащееся в 
сообщении, тем больше, чем меньше вероятность этого сообщения.  

Количество информации, определяемое (7.3), является случай-

ной величиной, принимающей значение )( ixJ  с вероятностью )( ixp  в 

зависимости от появления буквы ix  в сообщении источника. Однако 

при передаче больших массивов сообщений важно не количество ин-

формации в одном конкретном символе )( ixJ , а количество информа-

ции, усредненное по всем возможным сообщениям, содержащим n 

символов. Такой мерой количества информации является математи-

ческое ожидание (среднее значение) случайной величины ),( ixJ  со-

держащей n символов (букв), усредненное по всему ансамблю X: 

).(log)()()()(
1

∑∑ −==
=

ii

m

i

ii xpxpnxJxpnXJ
i

  (7.4) 
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Это соотношение носит название формулы Шеннона. Для равно-

вероятных сообщений mxp i /1)( =  меры информации по Хартли (7.2) 

и по Шеннону (7.4) совпадают: 

.log)/1log(/1)(
1

∑
=

=−=
m

i

mnmmnXJ  

Поэтому меру Шеннона (7.4) можно рассматривать как обобще-

ние меры Хартли на ансамбль сообщений с распределением вероят-

ностей, отличающимся от равномерного. 

Энтропия источника дискретных сообщений 

Для характеристики источника сообщений более удобной вели-

чиной является средняя величина (математическое ожидание) количе-

ства информации, содержащегося в одном символе (букве) сообщения. 
Эта величина называется энтропией источника сообщений. В случае 

отсутствия статистической связи между символами, энтропия источни-

ка равна: 

∑
=

−==
m

i

xpxpnXJXH
1

).(log)(/)()(   (7.5) 

Энтропия характеризует неопределенность каждой ситуации.  

В теории информации она характеризует способность источника «от-
давать» информацию. Приобретение информации сопровождается 

уменьшением неопределенности, поэтому количество информации 

можно измерять количеством исчезнувшей неопределенности, т. е. 

энтропией.  

Избыточность источника сообщений 

Абсолютная избыточность источника определяется формулой 

).()(max xHxHa −=χ   (7.6) 

Чаще используется понятие относительной избыточности, кото-

рую и называют избыточностью источника: 

,1
)(

)(
1

)(

)()(

maxmax

max µ−=−=
−

=χ
xH

xH

xH

xHxH
  (7.7) 

где )(/)( max xHxH=µ  – относительная энтропия. 
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Избыточность находится в пределах 10 ≤χ≤  и учитывает как 
взаимосвязь (корреляцию) символов в передаваемой последователь-
ности, так и неопределенность каждого символа. Она является важ-
ной характеристикой источника, так как указывает, насколько можно 
сократить число символов и довести его до минимального minn  в по-
следовательности данного источника, если то же количество инфор-
мации будет передаваться последовательностью, составленной из 
равновероятных и независимых символов, т. е. при )()( max xHxH = . 
Действительно, для данного (реального) источника количество инфор-
мации, содержащееся в последовательности из n символов, равно 

)(xnHJ = , а для идеального – .maxminHnJ =  Приравнивая количество 
информации этих источников, получим: 

,
)( min

max n

n

H

xH =  

или избыточность кода источника: 

,11 minmin µ−=−=−=χ
n

n

n

nn
  (7.8) 

где отношение 
n

nmin=µ
 
получило название коэффициента сжатия, рав-

ного относительной энтропии. 

Производительность источника 

Производительность источника Н'(х) есть среднее количество 

информации, создаваемое источником в единицу времени: 

,
)(

lim)(
T

XH
XH T

T

T

∞→
=′   (7.9) 

где )(XH
T

 – энтропия случайной последовательности, заданной на 

интервале Т. 
При наличии кодера источника, с учетом определения удельной 

энтропии выражение (7.9) преобразуется к следующему виду: 

),(
)(

)( 1
1 XHV

XH
XH X

X

T =
τ

=′   (7.10) 

где τ
X

 – средняя длительность одного символа (разряда) кодового сло-

ва; 
1

X

X

V =
τ

 – скорость формирования символов кодером источника. 
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Эффективное кодирование дискретных сообщений 

Основной целью эффективного (статистического) кодирования 

является преобразование сообщения в сигнал с меньшей, чем у сооб-

щения, избыточностью. Для передачи информации с помощью таких 

сигналов требуется минимальное количество символов. Поэтому та-

кие коды называют эффективными. 

При передаче по каналу связи в отсутствии помех принятый за 

время Т сигнал TY  совпадает с переданным TS  и равны их энтропии 

)()( TT YHSH = . Скорость передачи информации: 

,
)()(

lim 1

τ
=

∞→
= SH

T

SH

T
R T   (7.11) 

где )(1 SH  – удельная энтропия сигнала; τ – длительность символов 

сигналов неуправляемого источника (τ = const). 

При однозначном преобразовании сообщения в сигнал 

)()( TT SHXH =  и скорость передачи может быть выражена через 

удельную энтропию )(1 SH  сообщения: 

),(
)()(

lim
)(

lim 1 XH
XH

T

XH

TT

SH

T
R TT ′=

τ
=

∞→
=

∞→
=   (7.12) 

т. е. скорость равняется производительности источника (7.10). 

Пропускная способность канала С, характеризующая его потен-

циальные возможности, определяется как верхняя граница (или мак-

симум) скорости передачи информации R. Для дискретного канала без 

помех максимальное значение скорости достигается при равноверо-
ятных и независимых символах сигнала (7.6): 

,
log)(

max
)(

max max11

τ
=

τ
=

τ
== SmXSHH

xp
RC   (7.13) 

где Sm  – алфавит кодера канала (сигнала). 

В частности, для двоичного канала 2=sm  и 
τ

= 1
C  

численно 

совпадает со скоростью манипуляции символов в канале. Полное со-

гласование источника с каналом достигается при 1=
C

R
, а качество 

согласования определяется следующим отношением: 
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,1
log

)(1
S

Sm

SH

C

R χ−==   (7.14) 

где 
S

S
m

SH

log

)(1 1−=χ  – избыточность сигнала по аналогии с (7.7). 

Эффективные коды являются неравномерными, т. е. для переда-

чи разных символов сообщения ими используются кодовые комбина-

ции разной длины. Наиболее вероятные сообщения кодируются са-

мыми короткими кодовыми словами, вследствие чего средняя длина 

кодового слова в сообщении уменьшается, что и позволяет решить за-
дачу равенства скорости передачи и пропускной способности канала. 

При неравномерном эффективном кодировании средняя длина 

кодового слова срn  определяется следующим выражением: 

∑
=

=
im

k

kk xpnn
1

ср ),(   (7.15) 

где )( kxp  – вероятность появления сообщения (кодового слова), при-

чем их сумма равна 1; kn  – длина кодовых слов kx  (k = 1, 2, ..., mi). 

По аналогии с выражением (7.10), где предполагалось примене-

ние равномерных кодов с постоянной длиной кодовых слов 

( const=n ), при использовании эффективных неравномерных кодов 

( var=n ) избыточность кода источника: 

.1
ср

min

ср

minср

n

n

n

nn
k −=

−
=χ   (7.16) 

Очевидно, когда minnn = , что эквивалентно равенству )()(max XHXH = , 

избыточность кода xk равна нулю и при применении эффективных ко-

дов обеспечивается полное согласование источника сообщений с ка-

налом (7.14). При этом энтропия источника )(XH  является оценкой 

среднего числа срn  двоичных символов, требуемых для кодирования 

сообщений. 

Метод кодирования Хафмена 

Был предложен Д. А. Хафменом систематический метод коди-

рования, который всегда приводит к получению оптимального множе-

ства кодовых слов для кодирования данного множества сообщений. 
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Для дискретных систем с двоичным алфавитом кодера ( 2=m ) 

методика построения кода Хафмена сводится к следующей процедуре. 

1. Все Mmi =  сообщений (буквы алфавита источника) выписы-

ваются в порядке убывания вероятностей )( ixp . 

2. Две последние буквы алфавита, имеющие наименьшие вероят-

ности )( 1−Mxp  и )( Mxp , группируются вместе и объединяются в одну 

вспомогательную букву, которой приписывается суммарная вероят-

ность:  

).()( 1 MM xpxpp += −Σ  

3. Вероятности букв, не участвовавших в объединении, и полу-

ченная суммарная вероятность снова располагаются в порядке убыва-

ния вероятностей (в следующем столбце таблицы). Объем нового ал-

фавита таким образом уменьшается на единицу 1−M . 

4. Производят второе укрупнение алфавита, состоящего уже из 

1−M  символов, путем объединения двух символов с наименьшими 

вероятностями и вычисляют их общую вероятность. Получают новый 

алфавит объемом 2−M . 

5. Упорядочивают по вероятности символы этого нового алфа-

вита. 

6. Образуют последовательность укрупненных алфавитов путем 

последовательного повторения операций пп. 4 и 5, пока в ансамбле не 

останется единственное сообщение с вероятностью, равной 1 (шаго-

вая процедура, записываемая в столбцах таблицы). 

7. Проведя линии, соединяющие символы при последовательном 

укрупнении алфавита, получают так называемое кодовое дерево, кон-

цы ветвей которого являются символами исходного алфавита источ-

ника сообщений. Приписывая ветвям дерева, исходящим из каждого 

промежуточного узла, различные символы алфавита кодера (0 или 1), 

получают кодовые слова, соответствующие кодируемым сообщениям 

источника. 

Задачи 

1. Сообщением является фамилия и имя студента. Определить 

количество информации, содержащееся в этом сообщении по Хартли, 

когда все буквы равновероятны, и по Шеннону с учетом вероятности 

букв алфавита.  
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2. Источник вырабатывает три сообщения с вероятностями  

p1 = 0,2, p2 = 0,3, p3 = 0,5. Сообщения независимы и передаются равно-

мерным двоичным кодом (m = 2). Определить скорость передачи ин-

формации по каналу связи без помех. 

3. Построить эффективный код по Шеннону–Фано для элемен-

тов алфавита, приведенного в табл. 1. 

4. Построить эффективный код по Хафмену для элементов ал-
фавита, приведенных в табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

Элементы алфавита и их вероятности 

Элемент Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 Х7 Х8 Х9 Х10 Х11 

р (Х) 0,09 0,05 0,06 0,04 0,2 0,08 0,3 0,05 0,1 0,02 0,01 

 

5. Построить эффективный код Хафмена для алфавита, состоя-

щего из двух элементов 1x  и 2x  с использованием группирования 

символов. 

Вероятности элементов 1x  и 2x  алфавита источника задаются 

преподавателем.  

Указание. Перед началом построения кода целесообразно под-

готовить табл. 7.1–7.5. После получения студентами вероятностей 

)( 1xp  и )( 2xp  появления сообщений 1x  и 2x  осуществляется последо-

вательное группирование символов алфавита источника сообщений в 

блоки с длиной l = 2 и 3 символа. 
Каждой новой длине комбинации источника сообщений при-

сваивается обозначение, соответственно, Yi, Zi и рассчитывается ве-

роятность появления этой комбинации. Далее выполняется операция 

упорядочения вероятностей по величине от большего значения к 

меньшему. 

Студентам необходимо построить дерево и получить кодовые 

слова кода Хафмена для каждой из букв алфавита источника данного 

ансамбля. Результаты работы и расчеты характеристик кодов сводятся 

в приведенные ниже таблицы, где )( iSP  – вероятность элемента ал-

фавита источника. 
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Таблица 7.2 

Без группирования 

Алфавит 

источника 

Обозначения 

кодовых слов 

Вероятность 

P(S) 

Код  

Хафмена 

Число 

символов 

x1  

x2 

Х1  

Х2 

   

Таблица 7.3 

Группировка по 2 

Алфавит 

источника 

Обозначения 

кодовых слов 

Вероятность 

P(S) 

Код  

Хафмена 

Число 

символов 

x1 x1  

x1 x2 

x2 x1 

x2 x2 

Y1  

Y2  

Y3 

Y4  

   

Таблица 7.4 

Группировка по 3 

Алфавит 

источника 

Обозначения 

кодовых слов 

Вероятность 

P(S) 

Код  

Хафмена 

Число 

символов 

x1 x1 x1 

x1 x2 x2 

x2 x1 x1 

x2 x2 x2 

Y1  

Y2  

Y3 

Y4  

   

Таблица 7.5 

Сравнение результатов по группировкам  

l )( kxp  )(SH  )(1 SH  nmin c иχ  срn  ср.сn  
ср.с

сmin

n

n
 

kχ  
C

R  

1           

2           

3           
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В табл. 7.5 обозначено: l – длина группирования символов;  

срn  – средняя длина кодового слова; с.срn  – средняя длина на символ; 

)(SH  – энтропия источника сообщений; )(1 SH  – удельная энтропия; 

иχ  – избыточность кода; 
C

R
 – избыточность источника сообщений;  

kχ  – качество согласования источника с каналом связи: 

∑
=

−=
m

i

xpxpXH
1

);(log)()(  

∑
=

=
im

k
kk xpnn

1
ср );(  

∑
=

=−=
m

i

mmmnxH
1

max ;log)/1log(/1)(  

;1
)(

)(
1

)(

)()(

maxmax

max µ−=−=
−

=χ
xH

xH

xH

xHxH

 

;
)( min

max n

n

H

xH =
 

;1
log

)(1
S

Sm

SH

C

R χ−==
 

.1
ср

min

ср

minср

n

n

n

nn
k −=

−
=χ  
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Тема 8. Дискретизация сигнала по Котельникову  

Краткие теоретические сведения 

Дискретизация непрерывных сигналов по времени 

Под дискретизацией непрерывного по временем сигнала )(ts  по-

нимают представление сигнала его мгновенными значениями (отсчетами) 

)( ДkTs , где k = …, –1, 0, 1, 2, …; TД – интервал дискретизации. После-

довательность отсчетов изображают вертикальными линиями высотой 

)( ДkTs  (рис. 8.1) и называют ее дискретным сигналом )(Д ts . 

В реальных устройствах отсчет сигнала )( ДkTs  – это импульс  

с амплитудой )( ДkTs  и длительностью ДT≤τ , начинающийся в мо-

мент времени ДkT . В случае ДT<<τ  дискретизатор – это ключ, замы-

кающий цепь от источника к нагрузке на время τ (рис. 8.2). 

Аналитическое выражение дискретного сигнала )(Д ts : 

∑
∞

∞−=
−=Ψ=

k

kTthtsttsts )()()()()( ДД ,   (8.1) 

где )(tΨ  – последовательность отсчетных импульсов, определяющих мо-

менты времени, в которые берутся отсчеты сигнала, и длительность им-

пульсов на выходе дискретизатора; )(th – отсчетный импульс: 





τ≥<
τ<≤

=
.,0,0

;0,1
)(

tt

t
th   (8.2) 
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Рис. 8.1. Процесс получения  

дискретного сигнала 

Рис. 8.2. Процесс дискретизации  

в реальных устройствах 

Спектр дискретного сигнала 

Преобразование Фурье правой части выражения (8.1) определя-

ет спектральную плотность )2(Д fjS π  дискретного сигнала:  

∑
∞

∞−=
−π=π

n

n nffjSafjS ))(2()2( ДД , ∞<<∞− f ;  (8.3) 

где 
Д

Д

1

T
f = – частота дискретизации; 

τπ
τπτ=

Д

Д

Д

)(sin

fn

fn

T
an  (8.4) 

– коэффициенты разложения последовательности импульсов )(th в 

ряд Фурье; поскольку ДT<<τ , то для малых значений n коэффициен-

ты практически не зависят от n, т. е. 
ДT

an

τ= ; Д ( 2 )S j fπ – спектральная 

плотность непрерывного сигнала )(ts . 

Из (8.3) следует, что спектр дискретного сигнала – это сумма 

спектров )2( fjS π  непрерывного сигнала )(ts , смещенных один отно-
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сительно другого на величину Дf  и убывающих с увеличением n в 

соответствии с выражением (8.4). 

Представление сигналов с ограниченной полосой частот 

в виде ряда Котельникова 

В теории и технике сигналов широко используется теорема Ко-

тельникова (теорема отсчетов): если наивысшая частота в спектре 

функции )(ts  меньше, чем mf , то функция )(ts  полностью определяется 

последовательностью своих значений в моменты, отстоящие друг от 

друга не более чем на mf
2

1
 с. 

В соответствии с этой теоремой сигнал )(ts ,  ограниченный по 

спектру наивысшей частотой mm fπ=ω 2 , можно представить рядом 

∑
∞

−∞= −ω
−ω







=

n mm

mm

m fnt

fnt

f

n
sts

)2(

)2(sin

2
)( .  (8.5) 

В этом выражении t
fm

∆=
2

1
 обозначает интервал между двумя 

отсчетными точками на оси времени, а )()
2

( tns
f

n
s

m

∆=
π

 – выборки 

функции )(ts в моменты времени tnt ∆= . 

Представление заданной функции )(ts  рядом (8.5) иллюстриру-

ется на рис. 8.3.  

Рассмотрим случай, когда длительность сигнала )(ts  конечна  

и равна сT ,  а полоса частот по-прежнему равна mf .  Эти условия, 

строго говоря, несовместимы, так как функция конечной длительно-

сти обладает теоретически бесконечно широким спектром. Однако 

практически всегда можно определить наивысшую частоту спектра mf  

так, чтобы «хвосты» функции времени, обусловленные отсеканием 

частот, превышающих mf , содержали пренебрежимо малую долю 

энергии по сравнению с энергией исходного сигнала )(ts . При таком 

допущении для сигнала длительностью сT  с полосой частот mf  общее 

число независимых параметров, т. е. значений )( tns ∆ ,  которое необ-

ходимо для полного задания сигнала, очевидно, будет: 

.2/ cc TftTN m=∆=  



 56 

 

Рис. 8.3. Спектральные диаграммы, иллюстрирующие  

процессы дискретизации и восстановления непрерывных сигналов: 

а – спектр недискретизованного сигнала; б – частоты, кратные частоте 

дискредитации; в – спектр дискретизованного сигала при  fД > 2 Fmax; 

г – спектр дискретизованного сигнала при  fД = 2 Fmax;  

д – спектр дискретизованного сигнала при при  fД < 2 Fmax 

При этом выражение (8.5) принимает следующий вид (при от-

счете времени от первой выборки): 

.
)(

)(sin
)()(

c2

0

∑
= ∆−ω

∆−ω∆=
Tf

n n

n
m

tnt

tnt
tnsts    (8.6) 

Число N иногда называют числом степеней свободы сигнала )(ts , 

так как даже при произвольном выборе значений )( tns ∆  сумма вида (8.6) 

определяет функцию, удовлетворяющую условиям заданного спектра 

и заданной длительности сигнала. Число N  иногда называют также 
базой сигнала. 

а) 

б) 

 в) 
 

г) 

д) 
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Восстановление сигналов по их отсчетам 

В соответствии с теоремой Котельникова (теоремой отсчетов) 

любой сигнал с ограниченным спектром можно точно восстановить 

(интерполировать) по его отсчетам, взятым через интервал 
max

Д
2

1

F
T ≤ , 

где maxF  – максимальная частота спектра сигнала. 

В справедливости теоремы Котельникова легко убедиться, рас-

смотрев рис. 8.3, в–д. Если maxД 2Ff ≥  (рис. 8.3 в, г), то после подачи 

дискретного сигнала ко входу идеального ФНЧ с частотой среза 

maxДсрmax FfFF −≤≤  на выходе получим сигнал со спектром )( fS   

(рис. 8.3, в, г), т. е. восстановленный непрерывный сигнал. На рисун-
ках штриховыми линиями показаны АЧХ идеального ФНЧ с частотой 

среза срmax FF = . Если же maxД 2Ff < , то, как видно из рис. 8.3, д, не-

возможно выделить спектр )( fS , поскольку имеет место перекрытие 

спектров. 

Замечание. При практических расчетах для выбора частоты 
дискретизации используется формула 

F = (2, 3, …, 2, 4) f. 

Задачи 

1. Сигнал звукового сопровождения в телевизионном канале ог-

раничен верхней частотой 12 кГц. Определить интервал между отсче-

тами этого сигнала, необходимый для неискаженного воспроизведе-

ния сигнала при передаче его дискретным способом. 

2. Информация о температуре воздуха от удаленной метеостан-
ции передается с интервалом 30 мин. Найти наивысшую частоту спек-

тра сигнала, соответствующего временному изменению температуры. 

3. Сигнал )(ts , дискретизованный по теореме Котельникова, 

имеет три ненулевых отсчета (рис. 8.4). Вычислить мгновенное зна-
чение исходного аналогового сигнала в момент времени t = 1 мкс. 

Амплитуды отсчетов даны в мВ. 
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Рис. 8.4. Отсчеты сигнала 

4. Амплитудно-модулированный сигнал имеет несущую частоту 10 МГц. 

Наивысшая частота низкочастотного сигнала равна 250 кГц. Опреде-

лить практическую частоту дискретизации модулированного сигнала 

и частоту дискретизации комплексной огибающей аналитического 

сигнала. 
5. Информационный сигнал имеет длительность 500 мкс. Опре-

делить шаг дискретизации f∆ спектра сигнала и сколько гармоник ук-

ладывается в главном лепестке спектра. 

t, мкс 
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